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研究成果の概要（和文）：グラフ理論における、閉曲面上に埋め込まれたグラフの研究を行った。とくに、三角
形分割グラフと四角形分割グラフと呼ばれるグラフの族に対し、次の研究成果を得た。
(1) 三角形分割グラフと四角形分割グラフの関係を、染色数の観点から記述した。(2) 種数の小さい閉曲面にお
いて、任意の偶三角形分割グラフがGrunbaum彩色をもつことを示した。(3) 1-交差埋め込みと呼ばれるグラフの
再埋蔵構造について解析した。

研究成果の概要（英文）：In this research, we investigated graphs embedded on surfaces. Especially, 
for triangulations and quadrangulations, we did the following:
(1) describing the relationship between them in terms of the chromatic number, (2) showing that 
every even triangulation of a surface with non-negative Euler characteristic has a Grunbaum 
coloring, and (3) analysing re-embedding structure of 1-embedded graphs.

研究分野： グラフ理論

キーワード： グラフ理論　閉曲面　グラフ彩色

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
数学におけるグラフ理論分野の理論研究を発展させた。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 グラフ彩色の分野において，閉曲面上に埋め込まれたグラフの染色数を調べる研究が盛んに
行われている．任意の平面グラフは「四色定理」により染色数が 4以下となるが，閉曲面 S上の
グラフでは S の種数に応じた色数が必要となる例が知られている．しかし「局所平面的グラフ」
と呼ばれる平面グラフに近い構造をもつ閉曲面上のグラフは，染色数が 5 以下であることが知
られている．この結果は最善だが，染色数が 5である局所平面的グラフの族は二つしか知られて
いない．そのため局所平面的グラフの大部分は染色数が 4以下であることが期待され，局所平面
的グラフと平面グラフがどのくらい“近い”かという指標を探す研究がいくつか行われていた． 
 
２．研究の目的 
 本研究では， 
(1) 染色数が 5である局所平面的グラフの新たな発見（または非存在性の証明） 
を一大目標とした．またそれに関連する，局所平面的グラフと平面グラフの染色数の意味での
“近さ”について様々な角度から研究を行った．とくに閉曲面上のグラフにおいて，平面グラフ
に対する四色定理の類似が成り立つかどうかに焦点を当てた．実現可能性の比較的高いと思わ
れる目標として，以下の二つを掲げた． 
(2) Grunbaum 彩色と呼ばれる三角形分割グラフの辺着色に関する「弱 Grunbaum 予想」の（部分
的）解決 
(3) 三角形分割グラフが二部的な全域四角形分割部分グラフをもつかどうかに関する「Kundgen-
Ramamurthi 予想」の（部分的）解決 
 
３．研究の方法 
 閉曲面上のグラフに関する様々な既存の手法を精査し，さらに独自のアイデアを組み込むこ
とで問題解決を図った．とくに本研究の主対象となる二つのグラフの族「三角形分割グラフ」と
「四角形分割グラフ」において，染色数を分類・決定するための既存の手法のうち，曲面の基本
群を利用したものとグラフの局所変形に関するものを重点的に調べ上げた．その上で四角形分
割グラフを三角形分割グラフへ「拡張する」問題と，三角形分割グラフから四角形分割グラフを
「全域部分グラフとして探す」問題という対となる概念を軸とした研究代表者の研究蓄積を精
査し，研究の目的における(1),(2),(3)に取り組んだ． 
 
４．研究成果 
(1) 弱 Grunbaum 予想に関しての結果．Sを球面，射影平面，トーラス，クラインの壺のいずれ
かの閉曲面とする．S 上の任意の偶三角形分割グラフが Grunbaum 彩色をもつことを示した．ま
た，上記 4 つ以外の閉曲面においては，Grunbaum 彩色をもたない偶三角形分割の無限系列が存
在することを示した．三角形分割グラフが偶（全ての頂点の次数が偶数）という強い仮定の下で
あるが，閉曲面ごとの振る舞いが完全に決定された興味深い結果である． 
 
(2) Kundgen-Ramamurthi 予想に関しての結果．トーラス上の偶三角形分割グラフが二部的な全
域四角形分割部分グラフをもつための必要十分条件を得た．またこれの系により，辺幅が 4以上
の任意のトーラス上の偶三角形分割グラフが全域四角形分割部分グラフをもつことを示した．
これは既存の研究の拡張となっているとともに，辺幅が 4 以上の場合局所平面的グラフと平面
グラフが“近い”関係をもつことを示唆する重要な結果である． 
 さらに対となる概念である四角形分割から三角形分割グラフへ拡張する問題において，（任意
の閉曲面上の）四角形分割グラフに対し，3-彩色可能な三角形分割グラフへ拡張可能であるため
の必要十分条件を与えた． 
 
(3) 三角形分割グラフと四角形分割グラフに密接な関係がある，1-交差埋め込みされたグラフ
の族に関しての結果．平面に最適 1-交差埋め込みされたグラフが四角形分割として再埋蔵され
うる閉曲面は，有限個の自明な例外を除くすべての閉曲面であることを示した．一方で三角形分
割として再埋蔵しようとすると，向き付け不可能閉曲面においては任意の閉曲面で達成不可能
であることを示した．結果として，任意の向き付け可能閉曲面で達成可能であるという先行研究
と合わせて，三角形分割または四角形分割として再埋蔵可能な閉曲面の完全分類を行うことが
できた． 
 さらに射影平面に最適 1-交差埋め込みされたグラフにおいて，三角形分割として再埋蔵可能
かどうかという同様の問題も解決した． 
 
(4) 全域部分グラフに関する結果．3-正則における次数 2の頂点をもたない全域木（HIST）の存
在性に関する研究を行った．とくにフラーレンと呼ばれる平面グラフとトーラス上の六角形分
割グラフにおいて，HIST をもつ無限系列の存在を示した． 



 
(5) グラフの向き付けに関する結果．グラフの辺の向き付けから得られる彩色について研究を
行った．3-連結平面二部グラフにおける染色数の既存の上界を，最善の値まで下げることができ
た．またその結果は 3-連結よりも弱い仮定である最小次数 3 以上の下で成り立つが，その次数
条件が最善であることを示した． 
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