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研究成果の概要（和文）：本研究課題は、群や量子群の対称性を通して得られる量子チャネルの性質の研究であ
る。BrannanやYounなどの共同研究者とともに、コンパクト量子群のrapid decayの性質を用いて、高度にエンタ
ングルドな量子チャネルを構成し、その性質を研究した。また、Cadilhacと共同で、量子エクスパンダーの問題
から着想を得て、自由独立性の特徴づけの研究を行った。一方、私の元博士課程の学生であるSapraとAl 
Nuwairanとともに、equivariant quantum groupsについて研究した。Bardetと共同で、、U(n)-同変写像によっ
てすべての正値性が判定できることを証明した。

研究成果の概要（英文）：This research project was related to the study of properties of quantum 
channels obtained through group and quantum group symmetries. Together with a group of collaborators
 including Brannan and Youn, we used properties of rapid decay of compact quantum groups to obtain 
highly entangled quantum channels and we studied their properties. With Cadilhac we also obtained a 
characterisation of freeness that was partly inspired from problems of quantum expanders. On the 
other hand, together with my former PhD students Sapra and Al Nuwairan, we studied equivariant 
quantum groups. Part of this study also involved Bardet. Among others, we proved that all positivity
 can be detected through U(n) equivariant maps. With Cleve, Paulsen and Li, we proved that there is 
a macroscopic between spatial self embezzlement and with its version in the commuting framework, 
irrespective of the dimension. 

研究分野： quantum information

キーワード： quantum information

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究課題は既存研究がランダム行列などを用いた手法である意味、「偶発的に」量子情報理論で必要なものを
構成していたのに対して、量子群を用いて、明示的な構成を提案し、今までに得られなかった深い結果を与え
た。量子情報理論は古くから研究があるが、量子コンピュータなどに関連し、注目が高まり、理論の側面だけで
なく応用の側面からも、より詳細な量子の世界の描像が求められている。今後の量子情報理論の応用のため、よ
り深い世界を明示的に見せたことは量子の可能性を広げ、より汎用的かつ意義深く、社会に大きく貢献する量子
的な手法を作り出す土台の一部になることが期待され、大きな意義があると思われる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
量子情報理論は作用素環論や古典情報理論と同じくらいの歴史をもつ。 1948 年に出版され

たクロード・シャノンによる論文で古典情報理論が生まれた。 量子情報理論はそれとほぼ同時
に生まれ、大きな進歩を続けてきている。  
特に近年、量子コンピュータの実現や実用が現実味を帯びてきた。量子論理が古典論理に比べ

て幾つかの場合ではるかに効率的であるということが証明されてから、量子情報理論の研究は
様々な方向で興味を持たれるようになり、現在もっとも広範囲にわたりかつアクティブに研究
されている分野の一つになってきているのは疑いの余地がない。そして古典的な設定では見つ
からないさまざまな驚くべき様相が明らかになりつつある。 

 
量子情報理論の研究ではその対象の構成にランダム行列理論を用いた研究が多く行われてき

ており、今も続いている。 特に MOE の加法性の破れを示すときにはランダム行列は重要な役
割を果たした。 研究代表者らもランダム行列の量子情報理論への応用で多くの業績を挙げてき
た： 

Collins、Benoît; Nechita、Ion Random quantum channels I: graphical calculus and the Bell 
state phenomenon。 Comm。 Math。 Phys。 297 (2010)、no。 2、345–370。 

Collins、Benoît; Nechita、Ion Random quantum channels II: entanglement of random 
subspaces、Rényi entropy estimates and additivity problems。 Adv。 Math。 226 (2011)、
no。 2、1181–1201。 

Collins、Benoît; Nechita、Ion Random matrix techniques in quantum information theory。 
J。 Math。 Phys。 57 (2016)、no。 1、015215、34 pp。 

Collins、Benoît; Hayden、Patrick; Nechita、Ion Random and free positive maps with 
applications to entanglement detection。 Int。 Math。 Res。 Not。 IMRN 2017、no。 3、
869–894。    

 
しかし、量子情報の分野で最終的に興味があるのは ランダムネスではなく決定的な対象であ

る。すなわち 明示的な量子チャンネルなどである。 本課題においてはランダム行列からではな
く、量子群や作用素環論、自由確率論、表現論のなかで生まれた新しい数学の道具立てから、ラ
ンダム 行列理論を経由しては構成できない「明示的な状態や量子チャンネル」を構成すること
を考える。 

 
本研究課題のメインの部分では特に高度エンタングルド空間というものを扱った。この背景

には高度エンタングルド空間はランダムな手法による研究が主体でランダム性によらない構成
的な方法がほとんどない状況であった。量子の世界の新しい性質を見出す上では構成的な方法
な方法による高度エンタングルド空間の研究が必須である。構成的なやり方にチャレンジする
研究も既存研究で存在はしたが「高度」の部分が解決されていなかった。これはこれまで非可換
コンパクト行列群しか扱われていないということが原因であると研究代表者は考え、それを解
決するべく非可換コンパクト行列群ではなく量子群、その中でも表現論などが整備され扱いが
しやすい自由直交量子群による研究が必要ではないかと考えた。 

 
２。研究の目的 
この研究の第一目標は応募者自身の研究の中で構築し、改良し続けている数学的道具立てと

理論を用いて新しい観点から量子情報理論の問題に取り組んでいくことである。具体的には、そ
れらの道具は作用素環論、自由確率論、表現論、量子群にまたがるものである。 これらから、
ランダム 行列理論を経由しては構成できない「明示的な状態や量子チャンネル」を構成するこ
とを考えたい。  

 
量子情報理論で研究したい対象は高度エンタングルド空間、高度エンタングルド 量子チャン

ネル、エンタングルドチャンネルである。 自由直交量子群のような自由確率論などとも関連が
深い量子群で構成が明示的でありかつその表現論が高度に発展しており、具体的な計算や幾何
的考察が可能なものから高度エンタングルド空間となるような部分空間を作り出す系統的なや
り方を提示する。そしてそれから量子情報に関わる量を調べる。 
 
３。研究の方法 
量子群や量子情報理論について深い研究をしている研究者らと共同研究を行う。特に、Michael 
Brannan（現 University of Waterloo）とのの共同研究を中心に Richard Cleve、Li Liu、Vern 
Paulsen、大坂 博幸、Hun Hee Lee、Ivan Bardet、 Leonard Cadilhacらとメールや zoomで密
に連絡を取り合い、必要に応じて,対面での訪問・招聘を行うことによって、本研究課題に係る



 

 

議論を尽く、多くの共同研究をおこなう。 
また研究代表者の京都大学における博士課程の学生であった Gunjan Sapraや Felix Parraud

らを指導する中で本研究課題に関する問題を考え共同研究を進めた。 
また研究成果を量子情報に関するイベントやセミナー等で発表し、作用素環論、確率論、量子

情報理論の関係者と議論を深め、新しいアイデアを探る。 
 
４。研究成果 
以下でこれまで得られた研究成果を概説する。 
(1) テキサス農工大の Michael Brannanとの共同研究がこの研究課題の１つの主たる結果であ
る。その共同研究の成果は「Highly entangled、non-random subspaces of tensor products from 
quantum groups」として数理物理のトップジャーナルである Communications in Mathematical 
Physicsに掲載された。 
 
エンタングルメント（もつれあい）は、量子現象と古典現象を区別する最も重要な性質の 1つ

である。この性質は、2部系(bipartite system)、あるいは多部系(multipartite system)に関
係する。古典的な文脈では、多部系は集合（例えば状態空間）のデカルト積でモデル化されるが、
量子力学では線形構造が要求されるため、直積は 一方、量子力学では、線形構造が必要なため、
デカルト積は（個々のシステムを記述するヒルベルト空間の）テンソル積に置き換わる。 
 
ヒルベルト空間 H が与えられたとき、（純粋な）状態ξ∈H は、位相因子まで取られたノルム
1のベクトルである。言い換えると、純粋状態ξは B（H）の Cξ⊆Hへのランク 1 射影ρξ＝|ξ
<>ξ|と見なすことができる。純粋状態の（閉じた）凸包を Hの状態空間と呼び、D(H)と表記す
る。これは凸でコンパクトな集合であり、その端点はランク 1 の projection、すなわち純粋状
態である。ヒルベルト空間テンソル積 H = HA⊗HB でモデル化された二部システムが与えられた
とき、状態 ρ∈D(H) は、積状態の集合 ρ = ρA ⊗ρB (ρA∈D(HA) および ρB∈D(HB)) の凸包
に属すれば分離可能だと呼ぶ。状態ρが分離可能でない場合、もつれる（エンタングルド）と呼
ばれる。ヒルベルト部分空間 H0 ⊂ HA⊗HBは、その付随する純粋状態がすべてもつれる場合、エ
ンタングルド部分空間と呼ぶことにする。 
 
大雑把には H0に付随する H上の純粋状態の集合が積状態の集合ρA ⊗ρB ∈D(H) から「一様

に遠い」場合に、Hilbert 部分空間 H0 ⊂ H = HA⊗HBが高度にエンタングルドと言う。H上の最
大にもつれた状態は、通常、ベル状態と呼ばれる。ベル状態に付随する特異値（シュミット係数）
はすべて等しい。HA、HBの次元が等しいとき、その純粋状態がすべて最大にもつれる唯一の部分
空間 H0⊆Hは、ベル状態ρBにまたがる 1 次元空間 H0=CρBである。 
 
上記の「エンタングルド」の定義から部分空間 H0⊆Hの次元が大きくなるほど、高度にエンタ

ングルドは起こりにくくなる。近年、量子情報理論において、次のようなことが非常に重要な問
題になっています：「テンソル積 H = HA⊗HB において、すべての状態が高度にもつれ合うような
次元の大きな部分空間 H0を見つけるよ」 
 
高度にエンタングルド部分空間の豊かな源の 1つは、ランダムな手法（ランダム行列）から得

られるものである。このようなテンソル積のランダム部分空間を研究するというアイデアは、
Hayden、Leung、Shor、Winter、Hastingなどにさかのぼり、Aubrun、Collins、Nechita、Belinschi、
Szarek、Werner などにより詳細に研究されたもので、このようなランダムな手法は、非常に興
味深い。しかし、残念ながら、これらランダムな技術では、これらの方法によって存在すると予
測される具体例を見つけるための情報は得られない。したがって、高度に絡み合った部分空間の
非ランダムな例を系統的に開発することが必要である。 
 
Al Nuwairanは、群 SU(2)の既約表現のテンソル積の部分表現のエンタングルドを研究するこ

とによって、この方向への試みを行った。非可換コンパクト行列群の表現論は、興味深い例を与
える可能性がある。特に SU(2)は表現論から深く理解されている一番典型的な無限コンパクト非
可換群であり、そのため、それに関するエンタングルドや量子情報関連の問題を深く解析するこ
とができる。SU(2)の文脈では、Al Nuwairanは、もつれが常に起こることは示したが、残念な
がら高度なエンタングルメントは現れない。従って、別に高度にエンタングルド部分空間を生成
するための新しい非ランダム手法を探す必要があった。 
 
本共同研究では Al Nuwairanの研究の精神を受け継ぎつつ、SU(2)や他のコンパクト行列群で

はなくコンパクト量子群の世界に移行し、作用素環論、自由確率論の量子群に関する研究でよく
知られている概念である Vergniouxによる量子群の急速減衰（RD）の性質とそれに関する幾何学
的手法を用いて研究をおこなった。 
 
自由直交量子群のユニタリー表現には SU(2)と同じ fusion rules があり、その構成は



 

 

Temperley-Lieb カテゴリの平面計算 [KL94] の観点からよく理解されている。SU(2)と並列的な
だけでなく SU(2)のように高度に計算可能である。一方、ON+の純粋に量子的な特徴は、テンソル
積の部分表現において、SU(2)で得られるものと比べて、はるかに高いレベルのエンタングルし
ている。従って、自由直交量子群の表現から有限次元ヒルベルト空間のテンソル積の部分空間で
高度にエンタングルした部分空間のクラスを研究できた。そして、テンソル積表現の既約分表現
に現れる状態の最大の特異値を求めた。これはかなり明示的な形で求められる。 
 
その結果、我々は、高度にエンタングルし、次元が大きいという性質を持つテンソル積の部分

空間の新しい非ランダムなクラスを記述することに成功した。次元の大きな高度にもつれた部
分空間の決定論的な例を見出した。また、これらの部分空間に関連する量子チャネルのクラスに
ついて、エンタングルメントの結果からいくつかの深い性質を導き出した。我々は、これらのチ
ャネルの最小出力エントロピーに関する下界を得た。 
 
(2) Richard Cleve、Li Liu、Vern Paulsenとの共同研究: self embezzlementは可換作用素の
枠組みであるか,従来のヒルベルト空間のテンソル積の枠組みで起こるかによって大きく異なる
振る舞いをすることを示した。 この問題に対して,可換作用素モデルでの異なる振る舞いはす
でに確認はされていたが、従来のモデルで任意の精度で近似可能な範囲内であった。 我々の論
文では,従来のモデルでは任意の精度で近似できないような可換作用素モデルに対して示した点
が重要である。「Constant gap between conventional strategies and those based on C*-
dynamics for self-embezzlement」としてまとめて投稿中である。 
 
(3) 大坂 博幸、Gunjan Sapraとの共同研究: 新しい系統的な量子情報理論に応用をもつ正値写
像だが完全正値写像でない写像の構成方法を見出した。 論文「On a family of linear maps 
from Mn(ℂ) to Mn2(ℂ)」として線形代数に係る専門誌から出版された。  
 
(4) Ivan Bardet、Gunjan Sapraとの共同研究: 有限次元行列代数間の同値線形写像を Choi行
列の観点から特徴づけて,ある同値性をもつクラスの特徴づけを行い、その Choi 行列のグラフ
ィカル表現などを与え、それをエンタングルメント検出に応用した。「Characterization of 
equivariant maps and application to entanglement detection」として専門誌から出版され
た。 
 
(5) Michael Brannan、Hun Hee Lee、Sang Gyun Younとの共同研究で本研究課題の２つ目のメ
インの結果である:Michael Brannnaと研究代表者により導入した自由直交量子群から作られた
3 つのパラメータを持つ量子チャンネルのキャパシティについてより深い研究をした。 これま
で手の届かなかった degradability(分解性)などの性質を明らかにした。「Temperley-Lieb 
quantum channels」として数理物理のトップジャーナルである Communications in Mathematical 
Physicsに掲載された。 
 
本研究課題にメインの結果である(1)の共同研究を受け、コンパクト量子群の表現論から生じ

る量子チャネルクラスを研究した。 これを Temperley-Lieb量子チャネルと呼ぶ。 これらのチ
ャネルは、(1)や関連研究で研究されたチャネルを同時に系統的に拡張したものとなっている。
量子情報理論における量子対称性は、多くの観点から自然に生じ、量子現象の新しい例を生み出
し、また、重要な問題を単純化したり、解決するための決定的な道具である。 
本研究では、量子情報理論における量子対称性の新しい応用を与えた。特に、Temperley-Lieb量
子チャネルのエントロピーやキャパシティ、その（反）分解性、PPT、EBT,古典容量などについ
て調べた。 
 
(6) Younとの共同研究：arXiv:1907。07856 「Superadditivity of the regularized Minimum 
Output Entropy」のプレプリントにその結果をまとめ専門誌に投稿した（１６ページ）。 この
論文で正則化エントロピーの非自明な計算例となる最初の例を与えた。 
 
(7) 研究代表者とその博士課程学生 Felix Parraud氏でプレプリント(arXiv：2012。00159)を作
成した。 量子チャネルの最小出力エントロピーの加法性の破れ(MOE の破れ)は量子情報理論に
おいて非常に重要な問題である。 これが MOE の破れが起こることはランダム行列を用いた方
法が有効であり多く研究されている。 しかしその評価はまだシャープになっていない。 MOEの
破れがいつ起こるかをできるだけ具体的に示すことが応用上求められている。 本研究課題では
確率論における測度集中の評価をより精密に行うことにより、ランダム行列を用いたモデルで
あるランダム量子チャネルの加法性の破れを引き起こすために必要な入力空間の明示的な最小
次元を得た。 これまでの研究では加法性の破れが起きること自体は分かっていたが、そのサイ
ズについて明示的な最小次元は見つかっていなかった。 量子情報理論における応用においてそ
の明示的な値が必要になり、未解決問題となっていた。 この未解決問題を解決した結果となっ
ている。 



 

 

 
(8) 研究代表者と Leonard Cadilhac 氏(オルセー大)との共同研究を論文「A metric 
characterization of freeness」(arXiv：2103。02944)としてまとめた。 このプレプリントで
は自由独立性とよばれる自由確率論特有に現る独立性を確率変数が持つときの必要十分条件を
距離によって特徴づけすることを行った。 これも量子情報理論に深い応用を持つ結果である。 
自由独立性の距離による特徴づけは量子情報理論の設定を拡張する上でキーになるであろう量
子エキスパンダーの定義に使用される作用素に関わる問題であるためである。 
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