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研究成果の概要（和文）：正則写像の値分布の研究における中心的手法であるネヴァンリンナ理論を確率論的方
法を用いて一般化することにより、一般領域上の有理形関数に対するネヴァンリンナ理論、特に第2主定理を示
した。この一般化の過程で、マルチンゲール理論に現れる破綻関数の概念を関数論の研究に導入した。これを用
いて、劣調和関数や調和写像が適当な幾何学的条件下では定数写像しか存在しないというリュービル型定理を得
た。さらに発展的な研究展開として、コンパクトリーマン面上のリーマン-ロッホの定理の類似を無限遠の小さ
い無限グラフ上で示した。

研究成果の概要（英文）：We intend to generalize Nevanlinna theory which is a main method in the 
study of value distribution theory of holomorphic maps by using probabilistic methods. We obtained a
 second main theorem of Nevanlinna theory for meromorphic functions on general domains in complex 
Euclidean spaces. In the generalization process, we introduce a notion of default functions into the
 study of function theory. As its  applications we obtained new Liouville type theorems for 
subharmonic functions and harmonic maps. We also extended our generalization ideas to consider an 
analogy of Riemann-Roch theorem on infinite, locally finite, connected graphs.   

研究分野：確率過程論、幾何学的関数論

キーワード： ネヴァンリンナ理論　有理形関数　値分布論　Liouville型定理　劣調和関数　ディリクレ形式　正則写
像　拡散過程
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研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究は、ある種の古典的関数論とそれに関連する現代の新しい数学の研究分野において、確率過程と関連する
確率論的手法が両者に通底する数学的概念として存在することを示している。このような観点から研究すること
は、今まで関数論の研究対象とされてきた多様体に限らず、特異性を持つ空間やグラフ・ネットワークなど、よ
り広範な空間上の研究対象へ古典的関数論の手法と概念を拡大できる可能性を与えるものと思われる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
正則写像の値分布論の中心的方法としてネヴァンリンナ理論が知られている。この理論は、歴史
的には創始者 R. ネヴァンリンナをはじめとして過去の著名な数学者たち、アールフォース、チ
ャーン、Wu, グリフィス, キング, シュトールといった研究者の研究対象になっており、現在で
も、単なる有理形関数の値分布論というだけではなく、いろいろな文脈 (複素解析、複素幾何、
複素力学系、数論、微分方程式論 etc) で活発に研究されている分野である。ネヴァンリンナ理
論において関数の定義域を拡張するという試みは、上述の研究者たちにより古くからおこなわ
れてきたが、最近では進んでいなかった。 
一方、研究代表者は、従来のネヴァンリンナ理論に確率論的手法を応用することにより、古典的
な場合に始まり、複素ユークリッ ド空間の部分多様体や完備ケーラー多様体などの上の有理形
関数の値分布論を研究してきた。近年、複素葉層構造を持つ空間に興味を持ち、その上の葉向有
理形関数、葉向正則写像という新しい対象の値分布論を考察した。複素葉層構造は非常に複雑な
構造を持ち、その上の関数を従来の関数論的方法で取り扱うのは難しいと考えられる。代表者は、
これに対して、従来の方法より単純化した方法を用いることで研究が進展する可能性に着目し、
単純化の方法「放物型スキーム」という着想を得た。従来のネヴァンリンナ理論は関数の定義域
上の増大する領域の列に沿って考えてきた。従来の方法を一般化することの困難は、ネヴァンリ
ンナ理論で現れる種々の量が領域でパラメータ付けられていることによると思われる。これは、
良い幾何学的構造の下でなければ解析に困難を生じさせる。これに対し、ブラウン運動など適切
な確率過程の経路に沿って考える「放物型スキーム」は、従来の領域をパラメータとしていた方
法から、パラメータを確率過程の時間とする方法へと転換するものである。この単純化された方
法を用いることで、前述の困難を避けることができると考えている。 また、この単純化された
方法は、ネヴァンリンナ理論の一般化と同時に、従来の方法では適用が難しい対象への幅広い応
用可能性を持つと考えられる。 
歴史的にみると一般に、確率論的・ 確率解析的に確立された手法は、考える空間の構造に応じ
てどのような場合にも対応できる可能性がある。すなわち、その空間が微分構造のようなものを
持てば、どこでもブラウン運動のような確率過程を構成でき、我々の手法が適用できる可能性が
ある。例えば、複素葉層構造を持つ空間や、特異性を持つ空間、グラフやネットワークといった
離散構造を持つ空間などの上で定義された有理形関数や正則写像、およびその類似の研究に応
用できるのではないかと考えられる。さらには、関連する色々な数学分野への発展も内包してい
る可能性がある。 
 
 
２．研究の目的 
 
本研究は、幾何学的関数論で知られているネヴァンリンナ理論をあらゆる空間上の有理形関数
について成立する一般的性質ととらえ、確率論的手法を用いて一般化されたネヴァンリンナ理
論を構築し、これを応用して種々の空間上で新しい関数論を展開することを目標とする。より詳
しくは次のような研究内容を考える。我々が放物型スキームと呼ぶ熱方程式の理論と確率解析
を活用した手法により、一般の完備ケーラー多様体上の有理形関数に対するネヴァンリンナ理
論を古典的な場合を踏襲する形で一般化する。この一般化により得られた手法と結果を、劣調和
関数や正則写像の存在・非存在問題(リュービル型定理) や正則写像の除外点の個数評価 (ピカ
ール型定理) などの値分布論的性質の研究に応用する。さらに、有理形関数や正則写像の個々の
特別な場合の個別的研究を離れ、確率論的一般化を通して、ジェネリックな関数・写像に対して
一般に成立する性質を抽出するという新しい観点の関数論の展開を目指す。 
 
 
 
３．研究の方法 
（１） 一般ネヴァンリンナ理論の構築. 
一般のケーラー多様体上の有理形関数に対するネヴァンリンナ理論を確率論的手法を用いて一
般化する。従来のネヴァンリンナ理論では、全空間を覆うような領域の増大列を考え、その領域
ごとの解析を通じて結果を得てきた。この方法は、複素ユークリッド空間や代数多様体など強い
幾何学的構造を持つ場合では有効だが、関数の定義域を一般化しようとすると、各領域から決ま
るグリーン関数や調和測度の領域依存性の解析が必要になる。この解析の難しさが一般化の障
害となる。すなわち、従来のネヴァンリンナ理論の一般化に対する障害は、パラメータとして領
域の増大列を考えることより生じている。これに対して、我々の考える放物型スキームでは、領
域の増大列を取ることをせず、初めから全空間上で考え、ブラウン運動をはじめとする確率過程
の経路に沿って考える。そこで確率過程の各時間にネヴァンリンナ理論に現れる特性関数、近接
関数、個数関数といった量の対応物を定義する。これらの量を用いてネヴァンリンナ理論を再構



成することにより、上述の障害を回避できると考えた。すなわち、我々の新しいネヴァンリンナ
理論のパラメータは時間となる。明らかに領域をパラメータとするより扱いやすく、単純化され
た方法であるといえるだろう。一方、我々の方法では個々の領域上の関数の性質を見ることはで
きないが、我々の見ようとする関数・写像の値分布論的性質は大域的性質であり、その役割を十
分に果たすと考えられる。 
（２）新たな特性量の解析と一般ネヴァンリンナ理論の適用. 
上述のネヴァンリンナ理論の一般化では破綻関数（デフォルト関数）と呼ばれるマルチンゲール
理論に現れる量が重要な役割を果たす。これらの解析を通じて、単なるケーラー多様体だけでは
なく、複素葉層構造を持つ空間や擬正則写像で写りあう空間など関数論・値分布論としては今ま
であまり手の付けられてこなかった空間の上の有理形関数、正則写像、劣調和関数などの大域的
性質の研究を展開する。これには、種々の空間の上に適切な拡散過程を構成する必要がある。こ
のためにディリクレ形式の理論を用いて設定を一般化した。 
（３） ジェネリックな有理形関数の一般的性質の抽出. 
一般ネヴァンリンナ理論の考え方を発展させることにより、ジェネリックな有理形関数に対し
て一般的に成立する性質を抽出するという全く新しい観点の関数論を展開する。ここで言うジ
ェネリックな有理形関数とは、一般的な空間上で定義される関数で、古典的な関数論的性質の類
似（ジェネリックな性質＝通有的性質）を満たすものを言う。確率論的考え方をもとにしてこの
ような関数に成立するより一般的な法則を見出す。特に本研究では、離散構造を持つ空間上の関
数に着目した。 
 
研究期間における当初の 2 年間は、主に研究計画 1,2 を並行して行った。 
本研究では上述の内容を代表者１名による研究として行ったが、いくつかの分野が関連してい
るため、関連分野の研究者との議論が欠かせない。特に、研究協力者と連携研究者は、本研究の
中心分野である確率論と複素解析・値分布論の専門家であり、代表者と各研究課題について頻繁
に議論を行った。 
 
 
 
 
４．研究成果 
 
（１） 一般ネヴァンリンナ理論の構築の研究として、一般領域におけるネヴァンリンナ理論を
研究した。ケーラー多様体上でネヴァンリンナ理論の第 2主定理を一般化させるために
は、曲率の制限が必要であった。ここでは、断面曲率の非正性とリッチ曲率の適当な下
からの有界性を仮定する。断面曲率やリッチ曲率などの微分幾何学的特性量は複素多様
体の双正則写像による変換で不変となるとは限らず、複素構造から決まるはずの有理形
関数の値分布の研究に用いられる特性量としては、部分的な結果をもたらすに止まるこ
とになる。このため、有理形関数の定義域を微分幾何学的には単純であるが、有理形関
数の値分布論的性質に対しては非自明である複素ユークリッド空間内の領域とするこ
とで、領域の特性量がどのようにネヴァンリンナ理論に現れ得るかを検討した。そもそ
も一般の領域上の有理形関数に対するネヴァンリンナ理論は知られていないと思われ
るので、これ自身が新しい結果となる。一般的な領域としては、John 領域のようなポテ
ンシャル論的正則性を満たす領域を考える。より簡単な例としては、境界が局所的にリ
プシッツ連続な関数のグラフで与えられるリプシッツ領域があげられる。すなわち、境
界の滑らかさは従来の研究よりも緩和されている。ユークリッド空間上のブラウン運動
をこのような領域に制限したものを考えると、一般に保存的にはならないが、ブラウン
運動の時間変更を用いることで、保存的な拡散過程を構成することができる。この確率
過程は、局所的正則関数を正則マルチンゲールに写すという意味で正則拡散過程となっ
ている。この拡散過程を基礎としてネヴァンリンナ理論の第１主定理、第２主定理につ
いて考察した。第１主定理はすでに代表者の研究によって一般的に成立することが知ら
れている。第２主定理の古典的証明の鍵となるのは、対数微分の補題またはその類似で
ある。本研究では、まず、ディリクレ過程（劣調和関数など適当な関数族に属する関数
と拡散過程を合成して得られる確率過程）に対するバークホルダー型不等式を証明し、
これを用いて対数微分の補題の基礎となるゴルドバーク型不等式を証明した。これを用
いることにより、問題にしている領域上の有理形関数に対する第２主定理が得られる。
第２主定理は、複素射影空間上の各点と関数の像の近さを測る近接関数の和を特性関数 
の定数倍と剰余項で評価する不等式である。今回の結果では、剰余項は有理形関数に依
存する部分と、関数によらず定義域の領域のみから決まる部分に分かれる。前者は特性
関数に比べて小さな増大度を持ち、無視可能な部分となる。領域のみによる部分には、
領域の擬双曲計量より決まる量が現れる。「特性関数の定数倍」の定数は 2となり、この
定数「2」は値域が 1次元複素射影空間であることから現れる。この不等式を用いて関数
の除外点の個数を評価する除外指数公式なども得られる。さらに、定義域の領域がクザ
ン II 領域の場合は、Vitter(1977)と藤本(1985)の方法を援用することで、n次元複素射



影空間(n≥ 2)への線形非退化な正則写像についても一般の位置にある超平面との交わ
りに関する第 2主定理を得た。 

 
 
（２） ネヴァンリンナ理論を放物的スキームによって一般化するとき、ネヴァンリンナ理論の
個数関数は、ある種の局所劣マルチンゲールの破綻関数(デフォルト関数)によって定義
される。この破綻関数をより一般のディリクレ過程に対して定義し、劣調和関数、調和
写像、正則写像などの関数論的性質の解明に応用する研究を行った。リーマン多様体上
の劣調和関数に対してはすでに代表者の研究によって一部は考察されていたが、本研究
ではそれをより一般な設定に拡張した。最も一般的な設定としては、状態空間は局所コ
ンパクトな完備距離空間またはルジン空間でよい。このような空間の上で既約、強局所、
正則ディリクレ形式を考え、これに対応する対称拡散過程を考える。この拡散過程に対
応するディリクレ空間に局所的に属する正値関数に対して破綻関数を定義した。 この
破綻関数が消滅する(零になる)種々の条件をまず考察した。特に、状態空間がリーマン
多様体である場合に、対象となる関数がディリクレ形式の意味で劣調和になるときを考
察し、関数の積分の増大度とリッチ曲率を合わせた条件を考えることにより、既知のも
のよりも詳細な L1-リュービル型定理を得た。すなわち、関数の積分の増大度がリッチ
曲率に応じてある制限以下となる劣調和関数は定数に限ることを証明した。これは、既
知の P.Li による L1-リュービル定理を含む。ディリクレ過程を定義する関数として調和
写像や正則写像のエネルギー密度関数を取れば、我々の議論はこのような写像の値分布
や、リュービル型定理に応用できる。エネルギー密度関数がボホナー型不等式を満たす
ことを利用すると、これらの関数の破綻関数の消滅は、劣調和性よりも強い不等式を導
く。これを基礎として、定義域の放物性の条件と値域の双曲性の条件を曲率と体積の増
大度によって与えることにより、これらの条件の下で非定数写像の存在を否定するリュ
ービル型定理が得られる。これらの結果は、調和写像・正則写像の微分幾何学的先行研
究である Pigola et. al.(2003,2008), Takegoshi(2006), Li-Yau(1990) らの結果の拡
張になっている。本成果をまとめた論文はすでに Jour. Japan Math. Soc.(2021)に掲
載されている。 

（３） ジェネリックな有理形関数の一般的性質の抽出に関する研究として、グラフ上のリーマ
ン-ロッホの定理に着目した。古典的なリーマン-ロッホの定理は、コンパクトリーマン
面上の因子、それを零点・極に持つ有理形関数の空間の次元とリーマン面の位相幾何学
的量との関係を述べる等式である。Baker-Norine(2007)はこの定理をグラフ上の「有理
形関数」と「因子」と位相的量(グラフのオイラー数)の関係式として捉えなおし、リー
マン-ロッホの定理の類似を有限グラフの場合に証明した。ここで、「有理形関数」は頂
点上の整数値関数であり、「因子」は頂点の整数係数結合である。我々の立場から見ると、
このリーマン-ロッホの等式は有理形関数のジェネリックな性質(通有的性質)の一つと
いうことができる。そこで、この等式がより一般の無限グラフにおいても成立するかど
うかを検討した。上述の有限グラフ上のリーマン-ロッホの定理を無限グラフに単純に
拡張すると発散の問題が起き、意味の無いものとなる。我々は因子の係数や関数の値を
すべて有理数値とし、さらにグラフの各辺に有理数値の重みを与え、この重みに関して
次数(degree)が有限となる因子を考えることでこの困難を回避した。古典的なリーマン
-ロッホの定理の非コンパクトリーマン面への拡張に関しては、R.ネヴァンリンナ、楠ら
の仕事が知られている。R. ネヴァンリンナの仕事はこの分野の先駆的仕事と言えるが、
リーマン面の無限遠が「小さい」というリーマン面の放物性に関する条件の下で考察し
ている。我々もグラフの「無限遠」の小ささを確率論的に規定し、その仮定の下で考察
した。確率論的には、リーマン面の放物性はリーマン面上のブラウン運動の再帰性によ
って特徴づけられることが知られている。無限グラフ上では、ブラウン運動の代わりに、
グラフの各辺に与えられた重みに対応する対称なマルコフ連鎖を定義することができ
る。この重みに適当な条件を与え、対応するマルコフ連鎖が強い再帰性(正再帰性)を持
つように仮定する。すると、このマルコフ連鎖の生成作用素である重み付きグラフラプ
ラシアンがスペクトルギャップを持つことを証明することができる。これをもとに次の
ようなリーマン-ロッホの定理を連結、局所有限な無限グラフにおいて証明した。 
 を上記条件を満たす無限グラフとする。これ埋め尽くす有限部分グラフの増大列 
↑  を取る。各  に対してはリーマン-ロッホの定理は成立するが、増大列をうま
くとることによって、nを無限大に飛ばしたときも、リーマン-ロッホの等式に現れる各
項が収束し、非自明な等式が成立することを示した。本研究の一部は発表論文の項目に
記載した論文集において公表した。また、全内容についての論文は投稿済みであるが査
読中である。アーカイブ上でも掲載公表している。A. Atsuji and H. Kaneko: A Riemann-



Roch theorem on a weighted infinite graph. arXiv:2201.07710 [math.CO]. なお、
本研究は、研究協力者 金子宏・東京理科大学教授との共同研究によるものである。 
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