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研究成果の概要（和文）：本研究課題は高速回転する恒星の進化計算を行うために、1.革新的な数値計算手法で
あるW4法による恒星の構造・進化計算と2.そのW4法自体の改良と効率化の2つからなっている。1.に関しては、
進化計算に向けて、高速で回転して大きく歪んでいる二次元の恒星の構造を、座標変換などを駆使することによ
ってラグランジュ座標上で計算することに成功した。2.に関しては、W4法の数理的基礎づけとスキームの改良を
行った。その結果、連立方程式から求まるヤコビ行列を適切な2つの行列に分解し、それぞれを三項間漸化式の
一番目の式と二番目の式に用いることで局収的な収束性と大局的な収束性を両立することに成功した。

研究成果の概要（英文）：Having in mind the application to multi-dimensional evolution calculations 
of rating stars, we aimed at two things in this study: (i) the application to the numerical 
constructions of rotating stars of the W4 method, a band new scheme we have devised; (ii) 
improvements of the W4 method itself. As for the first issue, we have succeeded in obtaining highly 
deformed configurations of rapidly rotating stars on Lagrangian coordinates, taking into account 
self-gravity. As for the second subject, we have put the scheme on the firmer mathematical 
foundation.Based on this, we have improved the method by decomposing appropriately the Jacobian 
matrix of coupled nonlinear equations into two matrices and employing them in the first two 
equations in the three-term recursion formula. This way, we have achieved both local and global 
convergences. 

研究分野：宇宙物理学
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究課題では、革新的な数値計算手法であるW4法を開発し、二次元ラグランジュ座標上で回転して歪んでいる
恒星の構造を求めることに成功した。恒星の進化計算を行うにはラグランジュ座標が適しているが、これまでの
ほとんどの二次元の回転している恒星の構造の計算はオイラー座標上でなされており、ラグランジュ座標での計
算が可能となった本課題の研究成果の学術上の意義は高い。また本研究課題で開発したW４法は、恒星の構造計
算のみならず広く連立非線形問題に適用することが可能であり、天体物理だけではなく、工学などといった社会
の様々な非線形問題にも応用可能であり、社会的な意義も非常に大きい。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
宇宙で最も一般的な天体である恒星は、その中心部で原子核反応を起こし、それによって生じ
たエネルギーにより自分自身の重力を支えることでその形状を保っている。この原子核反応が
進むにつれ恒星の組成は変化し、それに伴い構造も少しずつ変化する。これが恒星進化である。
回転していない球対称な恒星については、1960年代に Henyey によってその構造と進化を高
速にかつ安定に計算する定式化と数値計算スキーム (Henyey法) が発明され、恒星進化論は大
きな成功を収めた。この定式化と計算スキームは非常に強力で、現在も恒星進化計算における
中心的役割を担っており、宇宙物理学において最も有名な計算スキームの一つとなっている。 
一方、恒星は一般に自転していることが古くから知られている。さらに最近の観測では、高
速回転により形状が歪んでいるような恒星が見つかっている。こうした自転する星の構造と進
化を議論するためには、従来の球対称 1 次元計算ではなく、少なくとも軸対称 2 次元以上の
計算が必要である。しかし多次元の構造計算では、Henyey 法は使えない。また、回転星の進
化を追うためには、角運動量や温度分布の変化を形状変化と整合的に考慮する必要があるため、
方程式の適切な定式化と多次元の境界値問題を効率的に解くことができる数値計算スキームの
両方が必要とされたが、従来の恒星進化計算の延長的発想から抜けだせずにいたため、長い間
見るべき進展がなかった。しかし、回転星の進化計算は超新星爆発と中性子星・ブラックホー
ルの形成といった恒星進化の最後を飾る高エネルギー天体現象の研究にとっても極めて重要で
ある。大質量星の進化の最後に起こる超新星爆発の最新の理論によれば、超新星爆発直前の星
の構造は自転も含め、超新星爆発のダイナミクスにとっても極めて重要であることが分かって
きた。このような高速回転して歪んでいる恒星の超新星爆発に至る進化には、従来のような球
対称 1 次元モデルに平均化した遠心力を近似的に加えただけの計算は全く適用できず、非球
対称な平衡形状を用いた、本質的に多次元の恒星進化計算が必要である。それには Henyey 法
を使うことはできないため、従来の恒星進化計算の延長ではない全く新しい定式化と、それに
よって得られる多次元境界値問題を安定かつ効率よく解く革新的な数値計算スキームが必要と
されているが、いまだ誰も成し遂げられていなかった。 

 
２．研究の目的 

 
そこで本課題では、従来とは全く異なる新しい定式化から出発し、独自に開発した多次元境
界値問題を簡便かつ効率よく取り扱える革新的な数値計算スキーム、W4 法を用いることで、
高速回転する恒星の多次元的な構造・進化計算を行い、この難題に挑戦し恒星進化分野にブレ
イクスルーをもたらすことを目標とする。 

 
３．研究の方法 
 
上記研究目的からも明らかなように、本研究は大きく分けると、 1.W4 法自体の改良と効率
化と、2.W4 法による回転星の恒星の構造・進化計算の 2つからなっている。 
 
1.W4 法の改良と効率化 
 
 ニュートン法などの多くの既存の計算手法は二項間漸化式に基づいている。一方で W4法は三
項間漸化式に基づいており、ニュートン法の収束性を改善している。しかしそのスキームの数
理的な面での体系化はまだ十分になされておらず、パラメータの値のとり方や方程式自体の書
き方は個々の問題ごとに試行錯誤して決めているのが現状である。そこで、W4法に適した方程
式の定式化と差分化、前処理の仕方などを系統的に明らかにしていく。 
 
2.W4 法による自転する恒星の構造・進化計算 
 
自転する恒星の構造を求めるためには、ラグランジュ座標で方程式を書き下し、適切に差分化
することで得られる非線形連立方程式を解く必要がある。この非線形連立方程式の数値解法と
して、広く一般に用いられているニュートン法ではなく W4 法を採用する。このシステムはニュ
ートン法では全く収束しないことがこれまでの計算結果から分かっており、W4法で収束性が改
善されるかどうかを徹底的に調べる。解が収束する保証はないが、収束した場合はスキームの
パラメータの最適化などを行いながら、解系列の計算を系統的に行っていく。 
 
４．研究成果 
 
1.W4 法の改良と効率化 
 
研究１.W4 法の改良と効率化に関しては、大きな進展があった。まずは W4法が持つ数学的な構
造を調べた。ニュートン法などの計算手法の多くは、ヤコビ行列の逆行列を用いた二項間漸化
式により初期推量から出発し解を反復的に求めている。一方で W4法では、これを三項間漸化式



に拡張することによって強力な収束性を実現している。特に変数が一変数の時は、ベネディク
ソンの定理から、任意の初期条件からはじめた反復による軌跡は、いずれかの解に向かうこと
を数学的に示すことができた(Okawa et al. 2018)。 
 
次に多変数の時、ニュートン法ではヤコビ行列の逆行列を用いることで解近傍では二次収束す
るが、一方で反復の途中でヤコビ行列が正則でなくなるような時は逆行列が発散してしまうの
で、反復が発散したり振動したりすることで解が求まらないことが知られていた。そこで W4
法を改良し、ヤコビ行列をそのまま用いるのではなく、ヤコ行列を適切に分解することでこの
発散を避けることに成功した。具体的には、ヤコビ行列 Jを上三角行列 Uと下三角行列 Lに分
解する ULW4 法や、下三角行列 Lとハウスホルダー行列 Hに分解する LHW4 法などの定式化やテ
スト計算を多数行った(Okawa et al. 2018)。これらの W4法は解近傍では局所収束性を保持し
つつ、ヤコビ行列が正則でなくなる点での発散も避けることができるため大域的な収束性も実
現している。 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
図 1:4 つの解とその解に収束する領域の図。赤、橙、緑、青はそれぞれの解に収束する初期条
件の領域を表している。黒はいずれの解にも収束しない領域を表している。それぞれニュート
ン法(左)、ULW4 法(右)で計算した 
 
図 1は x と yの 2変数の非線形連立方程式をニュートン法、W4で計算したあるテスト計算の
結果の比較である(Okawa et al. 2018)。それぞれの色はその領域から出発すると解に収束する
領域を表している。黒はどの解にも収束しない領域を表している。領域は大まかに x=y と x=-y
の直線による 4つの領域に分けられており、ヤコビ行列の逆行列はこの直線上で発散する。ど
ちらの手法も、解の近傍の初期条件から計算を始めると解に収束しているため近傍収束性を持
っているが、ニュートン法は解に到達しない黒い領域が存在している。ニュートン法はヤコビ
行列の逆行列を用いているため、黒い領域から境界線を越えて解に収束するのは非常に困難で
あり、解に到達しない領域が存在している。一方の W4 法では、ヤコビ行列を U行列と L行列に
分解しているためヤコビ行列の逆行列が発散するのを防ぐことができ、全ての初期条件からい
ずれかの解に収束している。 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図 2:定常降着流の解。内側の円は原始中性子星の表面、曲線は流線を表している。左：回転し



ている降着流の定常解。点線は回転速度を表している。右：磁場を伴っている降着流の定常解。
点線は磁場の強さを表している。  
 
さらにはこのようなテスト計算のみならず、実際の天体物理学における応用問題として、超
新星爆発の中心部で実現される停滞衝撃波の系にも W4 法を用いて取り組んだ。重力崩壊型超
新星爆発は、大質量星がその進化の最終段階で中心部に鉄コアを形成し重力崩壊によって
引き起 こされる現象である。重力崩壊後、コア密度が原子核密度に達すると重力崩壊は反
跳し外向きの衝撃波が形成されるが、この衝撃波はエネルギーを失いコア内部で停滞し、
停滞した衝撃波と降着流の定常的な系が実現される。 この停滞衝撃波が何らかのメカニズ
ムで復活し、外向きに動き出し星の表面に達すると超新星爆発となる。ここで停滞衝撃波
と降着流による定常的な系が実現されるため、定常解を求めることで停滞衝撃波復活の議
論を行うことも可能である。そこで、W4 法を用いて、回転と磁場を伴った多次元の停滞衝
撃波と定常降着流の解をより広い範囲で系統的に計算しその影響を調べた(図 2)。その結果、
定常流や衝撃波に 対する回転・磁場の影響は大きくないが、臨界光度は回転・磁場によっ
て大きく減少することが明らかになった。実際に用いた定式化や W4 法の応用の詳細は論文
として出版されている(Fujisawa et al. 2019)。 
 
2.W4 法による自転する恒星の構造・進化計算 
 
研究 2では研究１で改良を行った W4法を用いて、実際に高速自転する恒星の構造の計算を行っ
た。まずは基礎方程式をラグランジュ座標で書き下し、差分化して非線形連立方程式を書き下
した。この方程式系はヤコビ行列の固有値の比が大きく固い方程式になっており、ニュートン
法では解に収束させることができなかった。そのため、研究 1で開発した ULW4 法や LHW4 法な
どを網羅的に試していくことで、解を収束させることをまずは目指した。その結果、LHW4 法が
この方程式系には適していることが分かり、LHW4 法を用いて自転する恒星の構造計算を行う数
値計算コードの開発を行った。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図 3:回転により歪み非直交座標となったラグランジュ座標の図(左)とそれを直交座標に座標
変換した図(右)。点は質量素片の位置、ρ,pは密度と圧力が定義されている場所、×は運動方
程式を評価している場所を表している。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図 4:多次元ラグランジュ座標での高速回転している恒星の構造の図。左:ラグランジュ座標に
おける質量素片の図。点線は球対称の恒星の構造である。右:その時の密度の等高線の図。 
 
一方で恒星が高速で回転している場合、その形状は遠心力によって大きく歪んでくるため、
ラグランジュ座標も大きく歪んできてしまい、計算が困難になることがあった。そこで回転に
よって歪み非直交座標となったラグランジュ座標を直交座標上に座標変換し(図 3)、座標変換
先で方程式を計算することでこの問題に取り組んだ。図 4 は高速に差動回転してる恒星の構



造を、座標変換を用いて計算した計算結果である。ラグランジュ的な定式化、W4 法そして
座標変換を用いることで、ラグランジュ座標上での高速で回転する恒星の構造を求めるこ
とに成功した。さらには状態方程式を少しずつ変化させたような解系列を多数求めることで、
疑似的な進化計算を行うことにも成功した。今後はより現実的な状況の星の進化計算を行う用
意拡張し、高速回転する多次元恒星進化計算を行うことを目指していく。 
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