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研究成果の概要（和文）：宇宙論に関わる非線形偏微分方程式として、フリードマン・ルメートル・ロバートソ
ン・ウォーカー時空における非線形クライン・ゴルドン方程式を中心として考察し、その初期値問題に取り組ん
だ。スタンフォード大学とテキサス大学リオ・グランデ・バリー校に渡航し、海外共同研究者と研究動向調査・
研究討論を行い、本研究に促進した。研究結果として、空間の膨張・収縮が、非線形波にもたらす影響を、偏微
分方程式論において定式化し、その時間大域的挙動と有限時間爆発の理論において、消散型・反消散型の豊かな
構造があることを明らかにした。本結果を論文・講演として発表すると共に研究集会を開催した。結果の一部は
出版準備中である。

研究成果の概要（英文）：The Cauchy problem for the nonlinear Klein-Gordon equation is mainly 
considered in the Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker spacetime as an example of nonlinear partial 
differential equation involved in the cosmology. In visiting Stanford University and The University 
of Texas Rio Grande Valley, the survey on the trend of research and discussion was done to promote 
this study. As results, several effects of the spatial expansion and contraction to nonlinear waves 
have been characterized in the theory of partial differential equations, and a rich structure of 
dissipation and anti-dissipation was clarified. Those results were announced as papers and talks, 
and some conferences were organized. Some results are in preparation for publication.

研究分野： 偏微分方程式論

キーワード： 非線形クライン・ゴルドン方程式　初期値問題　一様等方計量　大域解析　爆発解析
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研究成果の学術的意義や社会的意義
アインシュタインの重力場方程式の宇宙項は、空間の膨張と収縮を表すが、物理的正体は全く不明である。方程
式の解は空間の曲がりの波（重力波）を表す。宇宙項と重力波の数学的性質を調べることには大きな意義があ
る。本研究では、アインシュタイン方程式を用いて時空計量と非線形場方程式を導出することから始め、その初
期値問題の適切性理論の構築まで一貫した研究を行う。一様等方空間（ロバートソン・ウォーカー計量を持つ時
空）における非線形クライン・ゴルドン方程式についての研究を、海外共同研究者の先端的方法を取り込み発展
させる。膨張・収縮する空間において、非線形波は、どのように伝わるかを詳細に明らかにする。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｆ－１９－２ 
１．研究開始当初の背景 

 
アインシュタインの重力場方程式は、準線形の双曲型方程式であり、高い対称性を仮定しない

下では、方程式の解の存在を示すことは容易ではない。この方程式の宇宙項は空間の膨張と収縮
を表すが、物理的正体は全く不明である。方程式の解は、空間の曲がりの波（重力波）を表し、
宇宙項と重力波の物理学における重要性から、数学的にそれらの性質を調べることには大きな
意義がある。空間が膨張・収縮する場合の非線形波について、偏微分方程式に基づいた解析的方
法論は、開拓的段階にある。 
 
２．研究の目的 
 
本研究では、アインシュタイン方程式を用いて時空計量と非線形場方程式を導出することか

ら始め、その初期値問題の適切性理論の構築まで一貫した研究を行う。国際共同研究により一様
等方空間（フリードマン・ルメートル・ロバートソン・ウォーカー計量を持つ時空）における非
線形クライン・ゴルドン方程式についての研究を、海外共同研究者の先端的方法を取り込み発展
させる。膨張・収縮する空間において、非線形波が、どのように伝わるかを詳細に明らかにする
ことを目的とする。 
 
３．研究の方法 
 
 空間が膨張・収縮する場合の非線形偏微分方程式を定式化し、その解析を行う。解析として、
調和解析に基づいた線形評価、実解析に基づいた非線形評価、非線形偏微分方程式の初期値問題
の適切性理論（解の存在と一意性、初期値への連続依存性、漸近挙動、散乱理論、爆発解）の構
築を行う。具体的には、次の課題に取り組む。アインシュタイン方程式を満たす一様等方計量か
ら非線形場方程式を導出する。宇宙における三つの時代、インフレーション期、減速膨張期、再
加速膨張期における場の方程式のエネルギー評価を作ることで、宇宙項の果たす役割を、消散効
果あるいは凝集効果などの偏微分方程式の構造として特徴付ける。上記の下で、場の方程式のエ
ネルギー評価に代表される線形評価を構成する。非線形場方程式の非線形項に対する評価を構
成する。多項式型、指数関数型、零形式、弱零形式など、広い応用を持つ相互作用を表す非線形
項に対して、ソボレフ空間、ベゾフ空間における評価式を構成する。その上で、非線形場方程式
の初期値問題の適切性理論を構築する。展開として、二階偏微分方程式である非線形場方程式を、
粒子スピンが扱えるように一階化した非線形ディラック方程式を導出し、初期値問題の適切性
理論を構築する。 
 
 
４．研究成果 
 
 空間が一様かつ等方であるという対称性の下でのアインシュタイン方程式の解であるド・ジ
ッター時空とフリードマン・ルメートル・ロバートソン・ウォーカー時空において、非線形クラ
イン・ゴルドン方程式、非線形波動方程式と非線形分散型方程式の導出方法を考察した。方程式
の導出において、ラグランジュ形式と非相対論的極限に基づいた系統的な手法を用いることで、
考察対象とする時空における上記の非線形偏微分方程式の統一的な導出方法を示した。ここで、
分散型方程式と拡散方程式を、複素化したアインシュタイン方程式から導出される非線形場方
程式の非相対論的極限として定式化した。 
導出した方程式のエネルギー評価と初期値問題の適切性理論の構築を通して、空間の膨張と

収縮の特徴について考察し、その効果の定式化に取り組んだ。エネルギー評価において、空間膨
張から消散効果が、空間収縮から反消散効果が生じることを、各物理定数に依存した形で定式化
し、消散効果がどのように引き起こされるかの解明に取り組んだ。 
また、分散型方程式については、時間変数の適当な変換により、変数係数の方程式を定数係数

の方程式に変換する方法を示した。線形評価におけるエネルギー評価に基づいた非線形評価を
実解析的に構成し、線形評価と非線形評価を組み合わせることで、初期値問題の適切性理論の構
築を行った。 
また、ド・ジッター時空における半線形拡散方程式の漸近挙動を示した。初期値問題において

は、方程式の解の存在における非線形指数と時空計量の関係を明らかにした。また、方程式の解
の漸近挙動が空間変動により、どのような影響を受けるかを考察した。大域解と爆発解をソボレ
フ空間において示した。 
相対論的流体の方程式の非相対論的極限として、速度の遅い流体に対するナヴィエ・ストーク

ス方程式を導出し、エネルギー評価における空間の膨張・収縮効果を示した。同様に弾性体方程
式に対しても考察した。 
ド・ジッター時空において、半線形プロカ方程式を導出して、その初期値問題をソボレフ空間

において考察し、小振幅時間大域解の存在を考察した。特に、ハッブル定数が正の場合には、べ
き乗型非線形項の指数は 1 以上であれば大域解は存在し、藤田指数と呼ばれる指数が表われな
いことを示した。 



ド・ジッター時空において、ハートリー型の非線形項を持つクライン・ゴルドン方程式の初期
値問題を考察した。空間が膨張する場合の小振幅大域解の存在とその漸近挙動、空間が収縮する
場合の局所解の存在と爆発解の存在を示した。 
一般のべき乗型非線形項を持つ非線形クライン・ゴルドン方程式を、フリードマン・ルメート

ル・ロバートソン・ウォーカー時空において考察し、その初期値問題の適切性理論構築に取り組
んだ。特に、小振幅時間大域解と爆発解の存在条件の解明に取り組んだ。本研究の過程で、曲質
量と呼ばれる空間の曲率から生じる質量項が、時空の最大存在時間より早い時刻で符号変化す
ることが明らかになったため、その解析方法の構築について考察した。爆発解については、曲質
量が虚数である場合でも爆発が起こり得ることが明らかとなった。 
また、その非相対論的極限として非線形シュレディンガー方程式を導出し、次元解析に準じた

非線形項と解の正則性についての関係式を導いた。更に、初期値問題の小振幅大域可解性を示し
た。 
ド・ジッター時空において、半線形拡散方程式を考察し、初期値が小さい場合の時間大域解の

存在と高次漸近挙動を示した。特に、ハッブル定数が正の場合には、線形的漸近挙動であり、負
の場合は非線形的漸近挙動であることを示した。 
一様等方空間において、半線形複素ギンツバーグ・ランダウ方程式の初期値問題を考察した。

小さい初期値に対する時間大域解の存在と漸近挙動を示した。また、初期値がある条件を満たす
下での解の爆発も示した。幾つかの時空間において、藤田指数と呼ばれる非線形指数を決定した。 
ド・ジッター時空において、虚質量と 4次のポテンシャルを持つクライン・ゴルドン方程式の

初期値問題を考察し、爆発解の存在証明と、自発的対称性の破れが生じた場合の小振幅大域解の
存在を示した。小振幅解の漸近挙動も示した。その他の考察として、ド・ジッター時空における
ハートリー型の非線形項を持つシュレディンガー方程式の初期値問題を考察し、時間大域解の
存在条件を考察した。 
非線形クライン・ゴルドン方程式の内部構造を詳細に調べることを目的として、スピノルを扱

うディラック方程式について考察した。非線形構造を明らかにするために、一様等方時空におけ
るディラック方程式の導出におけるスピン接続係数の偏微分方程式論的取扱いを考察した。本
考察については、論文作成中である。 
 本研究で得られた成果を論文として投稿し、研究経過を国際研究集会、日本数学会、国内研究
集会において発表した。また、相対論に関わる数学的研究を行っている海外研究者と国内研究者
を招聘して研究集会を開催し、関連研究を調査すると共に、研究討論によって本研究課題の進展
を図った。特に、本研究課題による滞在先である共同研究者を招聘し、研究討論を行った。 
偏微分方程式論と相対性理論についての国際研究集会のセッションを、ベルギーとブラジル

において開催し、プロシーディングを企画・出版した。本研究課題に関する非線形波動方程式に
ついての研究集会を大阪大学において開催した。また、非線形波動・分散方程式についての国際
研究集会を早稲田大学において開催した。この研究集会のプロシーディングを日本数学会 ASPM
として刊行企画し、現在編集中である。北京大学の先端研究者と共に、大阪大学において国際研
究集会を開催し、一般相対性理論に関わる非線形偏微分方程式論について、研究動向調査と研究
討論を行った。 
米国スタンフォード大学の Andras Vasy、テキサス大学リオ・グランデ・バリー校の Karen 

Yagdjian, Anahit Galstyan を訪問し、一様等方時空における非線形クライン・ゴルドン方程式
ならびに非線形ディラック方程式の大域可解性について、共同研究を行うと共に研究経過を発
表した。スタンフォード大学では、本研究課題に関して、空間曲率が正と負である場合の代表例
である球面と双曲面の場合について、研究を行った。また、ハートリー型非線形項の一般化に取
り組み、分散型方程式の研究に取り組んだ。テキサス大学では、非線形クライン・ゴルドン方程
式についての相手先の研究動向調査ならびにディラック方程式の研究を行った。 
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