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研究成果の概要（和文）：補助事業期間（平成３０年度～令和２年度）では，三つのテーマ，(テーマ１). HJ方
程式の漸近解析（長時間挙動，均質化問題）,（テーマ２)．結晶成長をモデルとした方程式に関する解析，(テ
ーマ３)．平均場ゲーム理論に関する選択問題の解析について取り組み，幾つかの重要な結果を得ることができ
た．特に，ハミルトン・ヤコビ方程式の均質化問題の収束率とその最適性に関する研究は，PDE的手法だけ解析
することは難しく，長らく案件とされてきた．これを受入共同研究者のYifeng Yu教授との共同研究として一部
解決できたことは意義深い．

研究成果の概要（英文）：The main subject of my research is nonlinear Partial Differential Equations,
 and in particular I have made some special effort to the study on the Hamilton-Jacobi (HJ) 
equation. This equation is an important fundamental equation for various branches of science like 
classical mechanics, geometric optics, calculus of variations, optimal control and differential 
games. During the project period, I focused on problems related to various properties of viscosity 
solutions of Hamilton-Jacobi equations appearing in the context of classical mechanics and crystal 
growth. In particular, I have worked on the following topics: (a) Asymptotic analysis on 
Hamilton-Jacobi-Bellman equations (the large time behavior, homogenization), (b) Analysis on the 
birth-and-spread model equation appearing in the crystal growth, (c) Selection problems for the mean
 field game. I got several new and important results and published 9 (peer-reviewed) papers.  

研究分野： 偏微分方程式論

キーワード： ハミルトン・ヤコビ方程式　均質化問題　長時間挙動　粘性解理論　Aubry-Mather理論
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研究成果の学術的意義や社会的意義
補助事業期間中に，最適確率制御問題に現れる退化粘性ハミルトン・ヤコビ方程式と呼ばれるクラスの方程式に
適用できるよう，弱 KAM 理論の一般化に取り組んだ．従来の弱 KAM 理論は決定論的な力学系しか扱えないた
め，新しい道具立てを必要とした．この点を偏微分方程式論から見直すことで決定論及び確率論を 統一する一
つの新しい枠組みを幾つか作ることに成功してきた．応用として，漸近解析(長時間挙動，均質化問題)ついて解
決した．これらの成果は，偏微分方程式論における粘性解理論，弱KAM理論において，特に重要な学術的意義を
持つと期待できる．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｆ－１９－２ 

 

１．研究開始当初の背景 
 研究開始当初，私が研究対象として扱ってきたものは非線形偏微分方程式であり，特に
Hamilton-Jacobi（HJ）方程式に重点を置いてきた．この HJ 方程式は，解析力学，幾何光学，
最適制御，微分ゲームにおける重要な基礎方程式であり，その研究の歴史は 150 年以上の長き
に及ぶ．近年，同方程式に対する均質化，解の長時間挙動といった，基本的な漸近解析が著し
く進展してきた．これらの解析では，偏微分方程式における粘性解理論が基本的な役割を果た
しているが，私は，従来の同理論に比べ，より一層，力学系理論との関連に注目してきた．具
体的には，同方程式の背景にあるハミルトン系，又は確率ハミルトン系の関係を深めようとす
る弱 KAM 理論，またその一般化について，その発展に貢献してきた． 
 HJ 方程式は完全非線形偏微分方程式に分類されるもので，非線形性が強く，古典的な意味
での解を考えると初期値問題や境界値問題の可解性は一般には成立しない．この困難を解決す
るために，Michael G. Crandall 教授と Pierre-Louis Lions 教授は一般化された解(あるいは
弱解)としての粘性解を導入した(Trans. Amer. Math. Soc. 277,1983 年)．この粘性解理論の導
入により，HJ 方程式のような完全非線形偏微分方程式の取り扱いが整備された．その後の発
展により 2 階の退化楕円型，放物型の完全非線形偏微分方程式に対する弱解として重要な役割
を担っている．この粘性解理論を力学系の観点から見直す取り組みが，2000 年頃から始まった．
特に，Aubry-Mather 理論との関係を整理することで定常 HJ 方程式に対する理解が飛躍的に
進展した．これらは，20 世紀天体力学の最大の成果の一つである Kolmogorov，Arnold，Moser
らによる理論（以下，KAM 理論と呼ぶ）を背景に，粘性解という弱解を利用した理論という
ことで，Albert Fathi 教授により弱 KAM 理論と提唱された． 
 私は，この弱 KAM 理論を偏微分方程式論の立場から発展させることを目指した．特に偏微
分方程式に現れる幾つかの漸近解析において，弱 KAM 理論を援用した結果を挙げてきた．本
基金における国際共同研究が始まるまでに，「退化粘性 HJ 方程式の長時間挙動の解析」，「退化
粘性 HJ 方程式のディスカウント近似に関する選択問題の解析」の二つのテーマに関して重要
な成果を挙げた（ Ann. Inst. H. Poincare Anal. Non Lineeaire 32，2015 年，Adv. Math. 306，
2017 年）．これらの研究では，極限問題に一意性がない場合において，それぞれの極限問題に
ついて極限の一意性（解の収束）について示すことに成功した．一方で，「退化粘性 HJ 方程式
の長時間挙動の解析」において，その極限がどのように初期値に依存するのか，または，定常
問題のどの解に収束するのか，については全く分かっていなかった．（課題１） 
 また，別の関連した漸近問題として，材料科学で認知される均質化問題を挙げる．この問題
は，HJ 方程式の特異極限問題として記述されることは，よく知られ，1980 年後半から様々な
研究が繰り広げられ，多くの研究が進展してきた．先行結果として，解が一様収束して，その
極限問題についても明らかになっている．さらに，この収束率について，石井-Capuzzo-Dolcetta 
(2001)が興味深い結果を得ているが，その収束率の最適性については一切知られていなかった．
この収束率については，背景にあるハミルトン系の解の挙動が関係していることが推測されて
いたが，それらの情報を解析して，解の挙動と結びつける解析手法に乏しかった．（課題２） 
 その他の非線形偏微分方程式として，結晶成長をモデルとした「生成伝播方程式」や平均場
ゲーム理論に現れる「HJ 方程式と Fokker-Planck 方程式の連立系」について興味を持ってい
た． 
 
２．研究の目的 
 本基金における国際共同研究の受け入れとなった，Yifeng Yu 教授（カリフォルニア大学，
アーバイン校）は，研究背景に述べた「粘性解理論」，「弱 KAM 理論」の両方に精通した国際
的にも数少ない専門家であり，私の研究背景との関係性が深いため，共同研究を試みることで
HJ 方程式または退化粘性 HJ 方程式の漸近解析の進展が期待された．具体的には次の三つの
テーマ， (テーマ１). HJ 方程式の漸近解析（長時間挙動，均質化問題），(テーマ２)．結晶成
長をモデルとした方程式に関する解析，(テーマ３)．平均場ゲーム理論に関する選択問題の解
析について，研究を進展させることを目的とする． 
 特に，テーマ１については，「研究開始当初の背景」に述べた課題１，課題２について解明す
ることを目的とする．テーマ２については，水平方向には界面運動方程式 V=κ+1（ここで，
V，κはそれぞれ界面上の法線速度，平均曲率）に従い発展し，垂直方向には核生成を促すた
めの外力を加えた生成伝播方程式の解の長時間挙動について考える．同方程式を通して，伝播
と複数の核生成を与えるそれぞれの外力がどのように相互作用をもたらして，結晶成長の速さ
に影響を与えるかを理解することが目的である．テーマ３については，HJ 方程式と
Fokker-Planck 方程式の連立方程式系について，ディスカウント近似に関する選択問題につい
て考察する．同連立系においては，同研究は国際的にもまだないので，まずは問題の設定をう
まくすることを目的とする． 
 
 
 
３．研究の方法 
 国際共同加速基金ということで，受け入れ研究者の Yifeng Yu教授を長期訪問することで，



 

 

研究を促進することを計画していた．具体的には，渡航計画１「2019年 9 月 15 日～2019年 9
月 30 日」，渡航計画２「2020年 3 月 15 日～2020年 3 月 25 日」，渡航計画３「2020年 7 月 1 日
～2021年 3 月 30 日」の期間で渡航を計画していたが，新型コロナの流行により，渡航計画２，
３については中止せざる終えなかった．渡航計画１において，HJ方程式の均質化問題について
ディスカッションをして，解析の糸口について発見した．帰国後も email，オンラインミーテ
ィングを繰り返すことで，テーマ１について進展させることができた．その詳細は「研究成果」
で述べる． 
 
４．研究成果 
 補助事業期間（平成３０年度～令和２年度）の間に，(テーマ１). HJ方程式の漸近解析（均
質化問題，長時間挙動）に関する論分を６本（１本は，投稿中のプレプリント），(テーマ２)．
結晶成長をモデルとした方程式に関する解析に関する論文を２本，(テーマ３)．平均場ゲーム
理論に関する選択問題の解析に関する論文を１本を発表した． 
 ここでは，テーマ１に関する成果の詳細を述べる．まず，HJ 方程式の均質化問題は，1987
年に Lions, Papanicolaou, Varadhanによる有名な未発表論文により提唱された後，劇的に研
究が進展した．しかし，PDE 的手法だけでは収束率やその最適性について解析することは難し
く，長らく案件とされてきた．２０１８年度から２０２０年度にかけて，Yifeng Yu 教授（カ
リフォルニア大学アーバイン校）と Hung V. Tran 准教授（ウィスコンシン大学マディソン校）
と共に Aubry-Mather理論の観点から問題を見直して一部最適な収束率を得た．次に，退化粘性
HJ方程式の解の長時間挙動の研究については，長時間後に定常問題のある解に収束することが
知られていた．しかし，対応する定常問題の解の多重性から，どの解が選択されるかについて
は，未解決であった．この点について，退化粘性 HJ方程式の背景にある，確率ハミルトン系を
取り扱えるよう，弱 KAM理論を一般化をして，長時間後のプロファイルに応用できるかについ
て解明することに成功した．これらの結果は，偏微分方程式論における粘性解理論，弱 KAM理
論において，特に重要な学術的意義を持つと期待できる． 
 テーマ２に関する研究では，結晶成長をモデルとして，生成伝播方程式を導出し，この解の
成長速度に関する漸近解析を進展することができた．テーマ３については，平均場ゲーム理論
に現れるHJ方程式とFokker-Planck方程式の連立系に対して，割引消去問題について考察した．
古典解を持つための十分条件について解明し，その場合の割引消去問題の極限について解析し
た． 
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 １．発表者名
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 ４．発表年

 ４．発表年

 ４．発表年

退化粘性ハミルトン・ヤコビ方程式とその解の漸近形について

On approximation of time-fractional fully nonlinear equations

Large time behavior for a Hamilton-Jacobi equation in a critical Coagulation-Fragmentation model

粘性ハミルトン・ヤコビ方程式に対する弱KAM理論とその応用
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 ２．発表標題
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 ２．発表標題
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New trends in Hamilton-Jacobi: PDE, Control, Dynamical Systems and Geometry（招待講演）（国際学会）

RIMS共同研究(公開型)「非線形偏微分方程式における定性的理論」（招待講演）（国際学会）

Geometric and Analysis（招待講演）（国際学会）

第７回ハミルトン系とその周辺（招待講演）
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 １．発表者名
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The large-time profile for Hamilton--Jacobi--Bellman equations

On the generalized Dirichlet problem for graph mean curvature flow with driving force

On birth and spread type nonlinear partial differential equations

退化粘性ハミルトン・ヤコビ方程式の弱KAM理論
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京都大学NLPDEセミナー（招待講演）

九州関数方程式セミナー（招待講演）
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第36回九州における偏微分方程式研究集会（招待講演）（国際学会）
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退化粘性ハミルトン・ヤコビ方程式の解の長時間挙動

外力付き平均曲率流方程式の一般化ディリクレ問題について

Rate of convergence in periodic homogenization of Hamilton-Jacobi equations

The large-time profile for Hamilton-Jacobi equations revisited

確率論と幾何学（招待講演）（国際学会）
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Conference on PDEs, Dynamical Systems and Probability（招待講演）（国際学会）

第11回 名古屋微分方程式研究集会（招待講演）

東京大学数理科学談話会（招待講演）

Viscosity Solutions and Related Topics（招待講演）（国際学会）

 ３．学会等名

 ３．学会等名

 ３．学会等名

三竹　大寿

三竹　大寿

 ４．発表年

 ４．発表年

 ４．発表年

 １．発表者名

 １．発表者名

 ４．発表年

 １．発表者名
三竹　大寿

粘性解理論とAubry-Mather理論

On large-time behavior for birth-spread type nonlinear PDEs

The large-time profile for viscous Hamilton-Jacobi equations

The large-time profile for Hamilton--Jacobi--Bellman equations
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界面現象の数理・モデリング研究合宿2018（招待講演）

偏微分方程式セミナー, 北海道大学.（招待講演）

Dynamics seminar in Yau Mathematical Science Center（招待講演）（国際学会）
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Mathematical Aspects of Surface and Interface Dynamics 16, 東京大学.（招待講演）（国際学会）
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「2020年3月15日～2020年3月25日」，「2020年7月1日～2021年3月30日」の期間で渡航を計画していたが，新型コロナの流行により，中止せざる終えなかった．

PDE Geometric Analysis seminar in Univ. Madison-Wisconsin（招待講演）（国際学会）

The 12th AIMS Conference on Dynamical Systems, Differential Equations and Applications（招待講演）（国際学会）

東京確率論セミナー, 東京都，東京大学（招待講演）
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On approximation of time-fractional fully nonlinear equations,

On uniqueness sets of  additive eigenvalue problems and applications

退化粘性ハミルトン・ヤコビ方程式の一意性集合
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