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研究成果の概要（和文）： 

ベネ、ペナー両氏との共同研究で、リーマン面の組み合わせ構造を写像類群の代数的な構造に
直接結びつける道具である、ファットグラフ・マグナス展開を発見した。リーマン面の新しい
解析的不変量を発見し、それを用いてリーマン面のモジュライ空間の「曲がり具合」を記述し
た。久野雄介氏との共同研究で、リーマン面の交叉形式の二つの精密化であるゴールドマン・
リー代数と斜交的導分のリー代数を結びつける新しい方法を発見し、応用として、非可換ピカ
ール・レフシェッツ公式を証明した。 

 

研究成果の概要（英文）： 

Bene, Penner and the principal investigator discovered fatgraph Magnus expansions, 
which connects a combinatorial structure of a Riemann surface directly to some 
algebraic aspects of the mapping class groups. The principal investigator also 
discovered a new analytic invariant of a closed Riemann surface to describe how 
curved the moduli space of Riemann surfaces is. Kuno and the principal investigator 
discovered a new connection between two refinements of the intersection form on a 
Riemann surfaces, the Goldman Lie algebras and the Lie algebras of symplectic 
derivations. As an application, they proved a non-commutative analogue of the 
Picard-Lefschetz formula. 
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１．研究開始当初の背景 

 

(1) マグナス展開について 

代表者は、ねじれ係数森田マンフォード類を
表すコサイクルおよびその高次の関係式を

与えるコチェインを具体的に構成するため
に、条件を必要最小限に絞って、自由群のス
タンダードなマグナス展開を一般化してい
た。複素構造、組み合わせ構造、基本群の生
成系など付加的な構造を２次元曲面に与え
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ることではじめて「カノニカル」な（一般化
された）マグナス展開が得られるのである。
すでに発見していた複素構造から決まるマ
グナス展開つまり調和的マグナス展開をよ
り深く研究すること、および他の付加的構造
から別の種類の「カノニカル」なマグナス展
開を構成することが課題であった。 

 (2) 調和的マグナス展開によるリーマン面
のモジュライ空間の幾何学 

リーマン面のモジュライ空間の微分幾何学
としてはリーマン面の双曲構造から誘導さ
れるヴェイユ・ピーターソン計量によるもの
がほとんどであったし、現在でもそうである。
しかし、たとえば超楕円曲線の全体の上では
すべての森田マンフォード類は消えるので
あるが、このことはヴェイユ・ピーターソン
計量からは分からない。つまり、リーマン面
の個性を反映した計量であるとは考えにく
い。リーマン面の個性を反映したモジュライ
空間上の構成物としては B. ハリスによる
（点付き）調和体積や関連して Hain-Reed 

函数などがあった。他方、アラケロフ幾何か
らは Faltings delta 不変量があった。 

点付き調和体積の第一変分はリーマン面の
普遍族の相対接束に標準的な第一チャーン
形式を定義する。一方、アラケロフ・グリー
ン函数は同じ相対接束に計量を定める。二種
類の「標準的」微分形式の解析的「差」を明
らかにすること、具体的には、この差を
Hain-Reed 函数および Faltings delta 不変
量などのモジュライ空間上の既存の実数値
函数と関係づけることが代表者にとって１
０年以上にわたる積年の課題であった。その
過程で調和的マグナス展開が得られ、本研究
課題につながった。それに伴って、写像類群
のジョンソン準同型像の評価に調和的マグ
ナス展開を応用することを目指していた。 

 (3) ノヴィコフ-フェイギン予想 

S. ノヴィコフ と B. フェイギンは複素代数
曲線の有理型ベクトル場のリー代数のコホ
モロジーについて予想をたてており、代表者
はそのことを知らずに１９９３年にその予
想の複素解析版を証明していた。 

 

２．研究の目的 

 

本研究課題の目的は大きく言えば、リーマン
面のモジュライ空間について、一般論と具体
例そしてトポロジーと複素解析の交わる場
所で新しい幾何学を構築することであった。  
そのための我々にとっての手がかりになる
のがマグナス展開であり、複素解析的ゲルフ
ァント・フクス・コホモロジーであった。具
体的には以下の通り。 

(1) 新しいマグナス展開の構成。 

(2) 調和的マグナス展開の研究。 

(3) ノヴィコフ-フェイギン予想。 

(4) 写像類群のコホモロジーの具体的計算。 

 

３．研究の方法 

 
(1) 新しいマグナス展開の構成。 

森田茂之氏と R. ペナー氏によって、タイヒ
ミュラー空間の組み合わせ構造に由来し、第
一ジョンソン写像を代表するコサイクルが
発見された。本研究課題が共催した国際集会
「微分同相群 2006」においてペナー氏と代表
者の共同研究が開始され、かねてからのペナ
ー氏とベネ氏の共同研究と統合する形で、三
価ファットグラフに随伴するマグナス展開
の発見と、それらから誘導されるジョンソン
写像の具体的表示が得られた。その後の展開
は 4. において述べる。なお、本課題の研究
期間中に発表された G. マシュヨー氏のプレ
プリント arXiv: 0809.4629 における斜交的
マグナス展開の概念の導入はマグナス展開
の理論に大きな転機を齎した。 
(2) 調和的マグナス展開の研究。 

当初、具体的なリーマン面についての調和的
マグナス展開を計算を試みたが、グリーン作
用素が妨げとなってうまく行かなかった。そ
こで、一般的な計算をすることにして、以前
行ったモジュライ空間上の不変曲線の相対
接束の曲率形式の計算を再検討するうちに、
閉リーマン面の新しい解析的不変量に到達
した。 

(3) ノヴィコフ-フェイギン予想。 

意味のある進展がなかったことは慚愧にた
えない。 

(4) 2009 年 11 月に当時代表者が指導する大
学院生であった久野雄介氏（現：広島大理・
学振 PD）が、斜交的マグナス展開の定める第
一ジョンソン写像のデーンツイストにおけ
る値を表す公式を得た。これが代表者による
マグナス展開の理論に深く関わっているこ
とに気付き、公式の高次化を目指して共同研
究をはじめた。本研究課題の最終年度であっ
たが、繰越して研究期間を１２ヶ月延長した。
延長期間内に最終的な結果およびチャス・サ
リヴァン予想への応用がえられ、オーベルヴ
ォルファッハ数学研究所、オーフス大学モジ
ュライ量子幾何学センターを含む幾つかの
場所で成果発表を行った。 
(5) 研究集会について：関連分野の以下の研
究集会を、リーマン面に関連する位相幾何学
の研究交流および成果発表の立場から共催
または主催した。 
「第 3回『トポロジー・代数幾何蔵王セミナ
ー』」(2006 年 7 月、於:蔵王ハイツ)、「微分
同相群 2006」(2006 年 9 月、於:東大数理)
および「複素解析葉層集会」(2007 年 2 月、
於 : 龍 谷 大 学 ) 、「 Algebras,Groups and 
Geometries in Tambara」(2007 年 9 月,於:
東 京 大 学 玉 原 国 際 セ ミ ナ ー ハ ウ ス ),



 

 

「Workshop on linear representations of 
the mapping class group and related 
topics」(2007 年 12 月,於:国民宿舎 桂浜荘)、
「Hodge 理論,退化,特異点の代数幾何とトポ
ロジー研究集会」(2008 年 3 月,於:東北学院
大学工学部)、「Workshop on Geometry and 
Topology of Mapping class groups」（2008 年
11 月,於: あきた白神体験センター）、「微
分・代数トポロジーの現在と未来」（2009 年
11 月, 於: かんぽの宿徳島）, 「複素解析的
ベクトル場・葉層構造とその周辺」（2009 年
12 月,於: 龍谷大学セミナーハウスともいき
荘）。 
(6) 特任研究員（学術研究支援員）について:  
研究支援にとどまらず、リーマン面研究ネッ
トワークの形成を目指す観点から、２００７
年度に１名学術研究支援員を雇用し、２００
８年度から２０１０年度（繰越）まで毎年２
名ずつ特任研究員を雇用した。 
 
４．研究成果 
 
本研究課題の主たる成果は次の三点である。 
(1) ファットグラフ・マグナス展開の発見。 
(2) リーマン面のモジュライ空間上の、調和
的マグナス展開に関連した新しい実数値函
数の発見。 
(3) ゴールドマン・リー代数から斜交的導分
のリー代数へのよい準同型の発見とその応
用。 
(1) R.ペナー氏、A.ベネ氏と代表者との共同
研究によって、三価ファットグラフの構造か
ら自然に定まるマグナス展開を具体的に発
見した。さらに、ここからえられるすべての
次数のジョンソン写像をトレリ亜群の上で
具体的に記述することができた。その第一項
は、森田・ペナー・コサイクルに一致する。
第二項以上はまったく新しいジョンソン写
像の表示を与えている。以上の結果について
を論文 Adv. Math., 221(2009) 627--659.と
して発表した。 
し か し な が ら 、 こ の マ グ ナ ス 展 開 は 
Massuyeau の意味で斜交的ではない。ファッ
トグラフにともなう新たな斜交的マグナス
展開の構成を目指して研究を行ったが、２０
０９年度後半まで成果は得られなかった。事
態が動いたのは (3) に述べる久野雄介氏と
の共同研究による。この共同研究の途上で久
野氏 arXiv: 1009.2219, to appear in: Proc. 
Amer. Math. Soc., は組合せ的な斜交的マグ
ナス展開を発見した。彼のアイディアを組み
込むことで、R.ペナー氏、A.ベネ氏、久野氏
と代表者との共同研究によって三価ファッ
トグラフの構造から自然に定まる斜交的マ
グナス展開が具体的に構成できた。しかし、
随伴するジョンソン写像の計算にまでは至
っていない。 

なお、斜交的マグナス展開の空間を考えると、
その空間の上でねじれ係数森田マンフォー
ド類を表す微分形式たちが、実安定曲線のモ
ジュライ空間によってパラメトライズされ
ることが分かった。また、長さ付き有限グラ
フのマグナス展開を構成した。 
 
(2) 本研究課題によって、リーマン面のモジ
ュライ空間の上に新たな具体的な実数値函
数であって、二種類の「標準的」微分形式の
解析的「差」を与えるものを構成することが
できた。さらにこの実数値函数の第二変分を
計算した。付随して、アラケロフ・グリーン
函数の定める第一チャーン形式を調和的マ
グナス展開の言葉で記述する(以前得られて
いた)公式の別証も得られた。以上の結果を
プレプリント`Johnson's homomorphisms and 
the Arakelov-Green function ’ , 
arXiv:0801.4218 としてまとめた。 
このプレプリントを受けて Robin de Jong 
(arXiv: 1002.1618, to appear in: Amer. J. 
Math.) は 、 我 々 の 函 数 が  S.W. Zhang 
(arXiv: 0812.0371, Invent. Math. 179 
(2010), 1–73) が代表者より１０ヶ月遅れで
発見した数論的不変量と一致することを発
見し、代表者の計算結果を基礎として、我々
の函数と Hain-Reed 函数および Faltings 
delta 不変量の三者が線型従属にあること
を示した。これでこの問題に完全に決着がつ
いた。リーマン面のモジュライ空間の一般理
論と個別研究の相互作用から生まれる幾何
学を構築するという本研究課題の目標は一
定程度果たされたと考える。  
なお、調和的マグナス展開の第一変分の上で
森田トレースを計算したが、予想に反して消
滅しなかった。そのため写像類群のジョンソ
ン準同型像の評価に調和的マグナス展開を
使用することは、簡単とは言えなくなってし
まった。 
(3) 久野雄介氏（広島大理・学振 PD）との共
同研究により、全ジョンソン写像のデーンツ
イストでの値を明示的に表す公式を証明し
た(プレプリント`The logarithms of Dehn 
twists’ arXiv: 1008.5017)。これは古典的
なピカール・レフシェッツ公式の非可換な一
般化であって森田によるジョンソン準同型
の計算を含んでいる。本研究課題の最終目標
の一つである全ジョンソン写像の解明に一
定の手がかりが得られた。証明にともなって、
ゴールドマン・リー代数とシンプレクティッ
ク導分のリー代数について新知見を得た。後
者は Kontsevich の形式的シンプレクティ
ック幾何を通してリーマン面のモジュライ
空間のコホモロジーを記述している。我々は
境界成分 1 のコンパクト曲面のゴールドマ
ン・リー代数からシンプレクティック導分の
リー代数への準同型であって核の次元が 1 



 

 

で像が稠密なものが斜交的マグナス展開か
ら構成できることを発見した。ストリング・
トポロジーとシンプレクティック導分の密
接な繋がりが本研究によってはじめて明ら
かになったと言っても過言ではない。この準
同型のもう一つの応用として、久野氏との共
同研究によって、無限種数でエンドが 1 つ
の曲面のゴールドマン・リー代数の中心が自
明ループで張られることを示した(プレプリ
ント` The Chas-Sullivan conjecture for a 
surface of infinite genus’, arXiv: 
1009.4985)。閉曲面のゴールドマン・リー代
数 に つ い て の 類 似 の 結 果 は  Chas と 
Sullivan が予想し Etingof が解決してい
る。ゴールドマン・リー代数とシンプレクテ
ィック導分に関して他にもいくつか部分的
な結果が得られているが、まだ発表できる段
階にはない。しかし、以上の研究によって無
限次元リー代数によるリーマン面の位相幾
何学的研究という新局面が展開されつつあ
る。今後、別の研究課題の下で完成を期した
い。なお、本項の成果は予定研究期間終了後
の繰越期間に得られた。繰越制度の具体的な
恩恵である。 
(4) Novikov-Feigin 予想については、非自
明な進展がなかった。申し訳なく思っている。 
(5)その他の成果 
1, 写像類群の巡回部分群上の整係数リーマ
ン・ロッホ公式についての分担者秋田と代表
者の共同研究を完成させ、論文 Math. Proc. 
Camb. Phil. Soc. 144(2008), 411—421 とし
て発表した。 
2, ねじれ係数森田マンフォード類の組み紐
群への制限についての以前の計算を整理し、
自由群の自己同型群のねじれ係数コホモロ
ジーについての(予想とまではいかないが)
「期待」を新たに提出した論文 Advanced 
Studies in Pure Mathematics (Groups of 
Diffeomorphisms), 52 (2008) 383—400 を発
表した。この論文を受けて最近、「期待」の
半 分 が  O. Randal-Williams arXiv: 
1012.1433 によって証明された。 
3, ねじれ係数森田マンフォード類をリフト
して写像類群の新じいねじれ係数コホモロ
ジー類を導入した。当時代表者が指導してい
た大学院生の佐藤正寿氏との共同研究で、そ
のうち 1次元のものについて係数を還元して
ジョンソン核の自明係数コホモロジーにし
たものを計算した。しかしながらこれは消滅
してしまい望む成果は得られなかった。まだ
証明できていないが、この新しいコホモロジ
ー類の 1次元のものがすべての次数のジョン
ソン準同型の森田による精密化を含んでい
る可能性が濃厚にある。 
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