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研究成果の概要：様々な形態がどの様にして生成され、保存されていくかを解明することは自

然科学全般に渡って重要な問題である。その原理は多様ではあるが、本研究では拡散効果に異

方性がある結晶成長現象を記述する微分方程式や、回転場内流体の運動方程式を中心に、解概

念の構築をはじめ解の存在等の数学解析の理論を構築した。その応用として、成長する結晶の

平らな面が崩れず、安定となる条件を導出し、結晶成長学の基礎理論の数学的裏付けを与えた。 
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１．研究開始当初の背景 

形態形成についての数学的取り組みは様々

であるが、主に反応拡散方程式によるものが

多く、この場合、拡散項は多くの場合線形で

ある。例えば、金属の焼きなまし時の粒界と

呼ばれる結晶表面の運動は、適当な条件のも

とでは平均曲率流方程式という拡散効果そ

のものが非線形な方程式によって記述され

る。また流体力学の方程式であるナヴィエ・

ストークス方程式は、粘性項こそ線形ではあ

るが、輪送項や圧力項といった項があり、反

応拡散方程式には分類出来ないものである。

結晶成長の問題では、表面エネルギーや運動

係数についての異方性が非常に強い場合、ま

たナヴィエ・ストークス方程式については、

回転場内の場合、空間無限遠で減衰しない速

度場についての回転と解の滑らかさの関係

等、数学的理論が未整備であった。特に異方

性の強い特異拡散方程式については、解概念

そのものが平らな面が分裂するような現象

を記述出来るようにはなっていなかった。 

 

２．研究の目的 

（１）研究の全体構想：様々な非線形現象が

非線形拡散場により記述されている。材料科

学における平均曲率流方程式はこの典型例

で、画像処理にも用いられる。また、非圧縮

性粘性流体の運動は、ナヴィエ・ストークス

方程式で記述される。どちらも非線形拡散型

偏微分方程式の一例であり、非線形拡散場で
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記述される現象である。非線形偏微分方程式

の解の持つ構造が時間発展と共に保たれる

か、また構造が生成されるかは形態変化の仕

組みを知る上でも重要である。本研究では主

に以下のような問題を解析することにより、

物理的、工学的に意味のある様々な非線形偏

微分方程式の解の形状変化を解明するため

の数学解析の基礎を築く。 

（２）具体的な目的：①特異拡散方程式：雪

結晶のように表面エネルギーの異方性が強

い場合、その成長を記述する方程式は形式的

には非線形拡散型偏微分方程式ではあるが、

異方的曲率が非局所的な量になる場合は拡

散が強く、通常の意味では偏微分方程式とは

みなせない。その様な特徴を持つ非線形方程

式を特異拡散方程式という。 

特異拡散方程式は、雪結晶成長、多粒界系

のような物理的問題から画像処理のような

情報工学的な問題まで様々な分野で形式的

に用いられているが、その解の概念さえ自明

ではない。解の概念をうまく定義し、その一

意存在性を示し、平らな面であるファセット

が維持されるか、曲がってしまうかを判定す

ることを目指し、解の形状の変化を解明する。

具体的には 

（ａ）一相ステファン型問題（ｂ）等高面法

と粘性解（ｃ）全変動流方程式に対して、そ

の解の概念を構築し、解の挙動を考察する。 

②ナヴィエ・ストークス方程式：初期値問題

の（空間無限遠で減衰している）滑らかな解

の時間大域存在の問題は、3 次元流の場合 1

億円の賞金がかけられているほどの問題で

ある。3 次元流であっても一方向への回転が

強い場合は、時間大域的に滑らかな解が存在

することがある。一方、空間無限遠で減衰し

ない初期値の場合は圧力のとり方によって

は有限時間で解が爆発することがある。 

一般に非線形拡散方程式をユークリッド

空間や他の非有界領域で考える場合、空間無

限大でデータや解が減衰するものを考える

ことが多く、その場合の結論は有界領域や周

期条件の場合と似通ってくる。真に無限遠で

の寄与を見るため、ナヴィエ・ストークス方

程式にとどまらず、様々な方程式を空間無限

遠で減衰しない枠組みで考え、その無限遠で

の構造が保たれるかどうかも調べる。 

 

３．研究の方法 

（１）結晶成長の問題については、まず円柱

形の結晶の平らな面（ファセット）が分裂し

た後の解を、外場を既知として時間局所的に

具体的に構成する。この問題については研究

代表者が海外共同研究者の P. Rybka 準教授

（ワルシャワ大）と共同で取り組み、必要に

応じてこの方面で先駆的な仕事をした儀我

美保東大 COE特任研究員の協力を求める。 

一方、解のさまざまな漸近的な性質につい

て、連携研究者の粘性解の世界的権威石井仁

司教授（早大）が取り組む。粘性解について

は解の滑らかさがないため、その性質等未解

決なものが多い。また変分学的アプローチは

分担者の利根川吉廣教授（北大）が試みる。 

結晶成長現象との対比については理論研

究者の横山悦郎教授（学習院大）を研究協力

者とし、討論を通じ、ファセット安定性を論

じる。なお画像処理への応用については工学

者の本谷秀堅准教授（名工大）を協力者とし

て取り組む。 

（２）ナヴィエ・ストークス方程式について

は研究代表者が海外共同研究者の地球流体

の解析に明るい A. Mahalov 教授（アリゾナ

州立大）との共同研究により、強い回転場の

下での時間大域的可解性を必ずしも周期条

件を満たさない概周期的な初期値の場合を

示すため、非線形項について実解析的に考察

し、有効な評価を確立する。テーマ（１）と

（２）は全く独立というものではなく、それ

ぞれの研究手法がテーマに応用できないか

注意をはらって研究をすすめる。これらの研

究を遂行するために、様々な研究集会を開催

し、また関連研究者の招聘を行なう。 

 

４．研究成果 

上述した非線形拡散方程式のさまざまな解

の性質を調べ、その方程式についての解析的

性質を明らかにした。具体的成果は次のとお

りである。 

（１）結晶成長問題と関連する自由境界値問

題 

①結晶成長現象では、ファセットと呼ばれる

平らな面が現れることがある。この場合、結

晶表面の成長を記述する方程式には、表面エ

ネルギー密度関数に異方性があり、その関数

に特異点がある。いわゆる特異拡散方程式で

ある。一般にファセットが分裂しないかどう

かの有効な条件を導出することは難しいが、

円柱形結晶で平衡形も円柱にある場合のフ

ァセットの安定性の条件を導出した。また、

ファセット分裂が起きる解は自由境界値問

題を解くことにより、2 次元結晶の場合に具

体的に構成した。ファセット分裂を起す解の

構成はこれが初めでである。これらは海外研

究者の P. Rybka 准教授と、研究代表者の共

同研究である。 

②特異拡散方程式についての粘性解理論の

構築の試み：非一様な場における特異拡散方



 

 

程式の粘性解理論の構築は従来出来ていな

かったが、研究協力者の儀我美保博士との共

同研究により、その基礎的部分が確立された。

なお、非特異拡散方程式の典型例であるクリ

スタライン曲率流方程式については、研究協

力者の本谷准教授を含めた共同研究により、

画像解析に有効な自己相似解の構成に成功

した。 

③結晶成長現象についてのファセット分裂

については、曲率流方程式を用いず、ハミル

トン・ヤコビ方程式を用いるのが伝統的方法

である。確かに結晶がる程度の大きさになれ

ば、その効果が大きいと考えられる。結晶成

長理論による証明は定性的なので、これをハ

ミルドン・ヤコビ方程式の解の漸近挙動とし

て特徴付けた。これにより定量的証明を与え

られた。以上は研究協力者の横山教授と

Rybka 准教授と研究代表者の共同研究である。 

 一方、連携研究者の石井は、ハミルトン・

ヤコビ方程式の時間無限大での解の挙動を

粘性解理論の枠組みで解明し、無限領域にお

ける弱 KAM理論を構築するなど、大きな成果

を挙げた。上述のモデルはこの理論ハミルト

ニアンが強圧的ではないので、この理論が直

接適用できない。今後の研究が待たれる。 

④拡散型界面運動方程式のモデルとの関

係：平均曲率流方程式による曲面の運動は

Allen-Cahn 方程式と呼ばれる反応拡散方程

式の内部遷移層の運動とみなせる。これにつ

いて異方性が強くとも、この特異極限による

収束は表面エネルギーの特異性にはよらな

い。「一様」収束であることを研究協力者の

大塚岳博士（明治大）、R. Schätzle 教授（チ

ュービンゲン大）と研究代表者が示した。な

お、研究分担者の利根川は拡散曲面の曲率と、

曲面の曲率の関係を与え、いわゆる De Girgi

予想を一部解決した。 

⑤全変動流方程式について：特異拡散方程式

の中でのひとつの重要なクラスであり、画像

処理に応用されている。この中で特にカラー

の画像処理にも用いられる球面に値を 1-調

和写像流について、通常の調和写像と同じ様

に解の微分の有限時間内爆発が成立するこ

とが、かつて研究代表者によって示されたが、

この解の近似スキームについて考察した。な

お、この問題は多粒界結晶成長モデルとして

も用いられる重要なモデルである。 

（２）空間無限遠で減衰しないナヴィエ・ス

トークス方程式 

①地球流体のような回転場の中の流体を記

述するコリオリ力ナヴィエ・ストークス方程

式は、回転場に対応する発展作用素であるポ

アンカレ・ソボレフの群が拡散型ではなく、

分散型であるため、通常の拡散方程式を扱い

やすい空間で初期値問題を解くことは難し

い。例えばレイノルド数が小さいとき、回転

数によらず時間無限大の解が構成できるか

は未知であった。これに対して有限測度のフ

ーリエ変換全体の関数の 1階微分で与えられ

る関数については小さな初期値についての

時間大域解の構成に成功した。これは研究協

力者の Mahalov 教授らとの共同研究による。

その他、概周期構造が時間発展と共に保たれ

ることも示した。概周期関数は空間無限大で

減衰しないので、空間無限縁で減衰しない関

数空間を扱うことは重要である。 

②半線形熱方程式の解の爆発問題：空間無限

遠で減衰しない初期値が与える効果を見る

ため、半線形熱方程式について考察した。解

の爆発問題自体はよく考察されているが、空

間無限大で減衰する初期値についての結果

が多い。例えば空間無限遠で上限に収束する

初期値の場合、爆発がどこで起きるかどうか

も不明であった。この問題に取り組み、非線

形項が未知関数のベキ乗や指数関数の場合、

爆発は空間無限遠のみで起きることを示し

た。さらに、爆発のおきる方向の概念を導入

し、初期値の形との関連を明確にした。これ

らは研究協力者の梅田典晃博士（東大）等と

の共同研究である。 
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