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研究成果の概要（和文）： 
 確率論を基礎にして，従来の統計力学・情報理論の中心的な概念はエントロピーにあり，そ

の理論的枠組みは，統計的独立性と指数関数族の数理であった．その一般化として，一般化エ

ントロピーが考えられ，スケーリング則をもつ従属性と一般化指数関数の数理を明らかにした．

特に，代数構造・幾何構造などを中心に，これまでの数理にない関係性が現れ，これら構造か

ら，ベキ分布にしたがうデータが生成されることが明らかになった． 

 

研究成果の概要（英文）： 
 The fundamental quantity in statistical mechanics and information theory based on the 

probability theory is “entropy”, where the underlying mathematical structure is 

“stochastic independence and exponential family”. As its generalization, we elucidate 

“scaling dependence and generalized exponential family” through some generalized 

entropies. In particular, the novel algebraic and geometric structures are revealed 

through our studies, which is found to generate power-law distribution. 
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１． 研究開始当初の背景 
 従来，カオス・フラクタルなどの分野では，

スケールをもたない特徴的な分布（自己相似

な分布）として，ベキ分布が観測されてきた．

しかし，これらの分野に限らず，我々の身の

回りのネットワークにおいても，ベキ分布が

特徴的な分布として，着目されている．実際，

ネイチャー・サイエンスなどの有名雑誌など

でも，よく取り上げられているが，インター

ネット・遺伝子ネットワークなどの我々の身
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の回りの様々なネットワークにおいても，指

数関数型ではなく，ベキ分布にしたがう分布

が特徴的な分布として観測されている．指数

関数族の数理は，確率論を基礎にして，統計

力学・情報理論などを中心に発展していた．

そこでは，エントロピーが中心的な概念であ

る．そこで，ベキ関数族の数理を構築するこ

とを目的にして，一般化エントロピーの数理

を中心にすれば，その目的が達成されるので

はないかと考えた．実際，1988 年から研究

が進められていた Tsallis 統計力学が統計力

学の分野で一定の成果を収め，さらに，その

新しい数理が研究組織のメンバーを中心に

2004 頃に明らかになったことが，そのよう

な着想の大きなきっかけであった． 
 
２．研究の目的 
我々の身の回りで観測されるデータがし

たがう分布は，指数関数型とベキ関数型に大

別される．前者の指数関数型の分布について

は，従来の確率論・情報理論・統計力学など

については，堅固な数理がすでに存在してい

るが，ベキ関数型の分布については，部分的

に多くの試みがあるものの，指数関数型ほど，

統一的な扱いは，未だ存在していない．本研

究では，我々研究組織の近年の結果を背景に

して，一般化エントロピーによって，ベキ関

数にしたがうデータが発生するしくみの解

明を目指した．実際，指数関数型の分布にし

たがうデータの発生機構については，シャノ

ンエントロピーを用いて，情報理論・統計力

学において，統一的に記述されている． そ

のことから，一般化エントロピーが，ベキ分

布の発生機構の解明に重要な役割を演じる

と十分に考えられる． 

 
３．研究の方法 
(1)シャノンエントロピーの一意性を示すシ

ャノン-ヒンチンの公理系を拡張し，すでに得

られているツァリスエントロピーの公理系の

結果をもとに，κ-エントロピーの公理系・

Sharma-Taneja-Mittal エントロピーの公理

系を同様の方法で見つける． 

(2) 一般化エントロピーの情報論的な意味，

特に，情報源符号化定理がどのように拡張さ

れるのかを明らかにし，一般化エントロピー

を平均符号長の下限にもつ符号木の数理構

造・性質について調べる． 

(3) 一般化エントロピーと拡張された多項係

数との一意な対応関係から，その背後にある

数理構造を明らかにする． 

(4) 一般化エントロピーから導かれる新しい

代数による特殊関数などの拡張を行う． 

(5) 一般化エントロピーに対する非線形時間

発展方程式の漸近解について，その情報幾何

の構造をとらえる． 

(6) Tsallis統計力学なども特別な場合とし

て含むsuperstatisticsにより，従来の数理構

造が，統計力学あるいは情報数理の観点から，

いかに拡張されるのか明らかにする． 

(7) 一般化エントロピーとマルチフラクタル

に現れる一般化次元との関係を明らかにする．

(8) マルチスケールカントール集合とロジス

ティック写像との関係から，一般化エントロ

ピーとカオスとの関係を明らかにする． 

(9) 漸近的なベキ分布を生じる機構としての

Gaussの誤差法則の一般化に関して，一般化し

た最尤関数に基づく最尤法とBregmanダイバ

ージェンスの関係を明らかにする． 

(10) 量子系における一般化エントロピーの

性質はしばしばある種のトレース不等式を用

いて解明できることが多い．そこで，種々の

トレース不等式を様々な角度から追求しその

数理的側面からのアプローチを行う． 

(11) 行列解析の立場から，密度行列に対して

定義されるTsallis相対エントロピーの応用

として，非加法的統計力学におけるエントロ

ピー最大化原理について考察し，Tsallis相対

エントロピーに関連したトレース不等式につ

いて研究する． 

(12)非加法的統計力学におけるFisher情報量

を導入し，Tsallisエントロピーの最大化で得

られるq-Gauss分布がFisher情報量を最小化

するか否かについて調べる．  

(13) Tsallisエントロピーを一意に定める一

般化Shannon-Khinchinの公理系をなす公理を

連続系に拡張することにより，連続系の

Tsallisエントロピー・Tsallis相対エントロ

ピーを導く． 

(14) 最尤法であるGaussの誤差法則の一般化

と，一般化エントロピー最大原理との関連に

基づいたベキ分布導出法を確立する． 

(15) 定常分布が漸近的ベキ分布である，非線

型項を持つFokker-Planck方程式のリアプノ

フ汎関数の時間発展に基づいた一般化エント

ロピー最大原理の数理を明らかにする． 

(16) 一般化された skew information の満

たす不確定性関係を表す不等式を様々な角度

から追求する． 

(17) 一経数拡張されたFisher情報量を最小

化するq-Gaussian分布の特性を調べる． 

(18) 本研究計画の最終年度の集大成として，

国際 Workshop を開催する．一般化エントロ

ピーに関連する国内外の著名な数理研究者

を招待し，一般講演と合わせて，この分野の

研究の成果について議論を深める． 

 



 

 

 

４． 研究成果 

(1) Tsallis エントロピーが，スケールフリ

ーな解をもつ基本的な非線形微分方程式か

ら一意に導かれることを示した．具体的には，

q-指数関数を解にもつ単純な非線形微分方

程式を解くと，その解がスケールフリー性を

持つことが容易に示される．このことを出発

点として，q-指数関数が q-指数法則を満たす

ように q-積が導入され，q-積を用いて，q-

スターリングの公式・q-多項係数の定式化を

行い，これらの具体的な定式化を用いれば，

Tsallis エントロピーが一意に導かれること

を示した． 

(2) q-多項係数から，Tsallis エントロピー

の公理系の一つをなす一般化 Shannon加法性

が導かれることを示した．さらに，この一般

化 Shannon加法性が，Jacksonの q-微分演算

子の Leibniz product rule の直接的な帰結

であることも示した． 

(3) Tsallisエントロピーの最大化原理より，

従来まで，self-referential な解しか知られ

て い な か っ た が ， そ れ を 改 良 し ，

self-referential ではなく explicit な解を

導いた．その結果から導かれる温度は，従来，

別の方法で導かれていた物理的温度と完全

に一致することを示した． 

(4) Tsallis エントロピーを特別な場合とし

て含む 1パラメータ拡張エントロピーの最大

化原理について，その導出過程を，離散なら

びに連続の両方の場合に，数学的に厳密に示

した． 

(5) Tsallis エントロピーを平均符号長の下

限にもつ符号木を導いた． 

(6) q-多項係数を拡張した一般化多項係数と

Tsallisエントロピーの間の一意な関係を導

き，その特別な場合として，Tsallis統計力学

の代表的な4つの数理構造が現れることを示

した． 

(7) Tsallisエントロピーの数理であるq-積 

からガンマ関数の一般化を行った． 

(8) 古典系における一般化Faddeevの公理系

を利用して，量子Tsallisエントロピーの一

意性定理の証明した．また，量子Tsallisエ

ントロピーがvon Neumannエントロピーの拡

張であることに着目し，Fannesの不等式を一

般化し量子Tsallisエントロピーの連続性を

示した． 

(9) Tsallisエントロピーとは異なるタイプ

の1パラメータ拡張であるκエントロピーの

最大原理を基礎づける非線型Fokker-Planck

方程式を求め，その自己相似解の時間発展を

特徴づけるLyapunov関数とBregmanダイバー

ジェンスとの関係を明らかにした. 

(10) quantum Tsallis entropy の連続性を保

証するある種の不等式を求めた．これは

Fannes’s inequality の拡張でもある． 

(11) MA(1) stationary Gaussian channel の

容量が KIM によって求められたが，これを用

いて容量に関する種々の不等式が成り立つか

どうかの検証を行った． 

(12) 一般化エントロピーに関連するベキ則

分布に従う複雑系の熱統計力学の基礎的研究

およびその地震活動解析への応用について研

究した．Superstatisticsを条件付き概念量に

基づいて定式化し，温度揺らぎの理論的計算

を可能にした．また，一般化エントロピーに

関する最大エントロピー原理が熱力学的法則

と無矛盾であることを証明した． 

(13) Shannonエントロピー，Tsallisエントロ

ピーを含む一般化されたエントロピーについ

て変分不等式を用いてエントロピーを最大に

する分布の特徴付けを行ない，Gauss分布や

Tsallis分布を導出し，従来からある

Lagrandge未定乗数法による議論を精密化し

た．特に，Tsallis分布についてはカットオフ

を用いた数学的にはあいまいな議論を修正し

た．更に、非可換(量子)確率論の枠組みでも

議論した． 

(14) Tsallisエントロピーを平均符号長

の下限にもつ符号木とマルチフラクタ

ルから生成される木構造の関係を明ら

かにし，Tsallisエントロピーに含まれ

るパラメータ q が，マルチフラクタル

を特徴付ける一般化次元 D_q のqと同

一であることを示した． 

(15) Tsallisエントロピーなどを特別な

場合として含むSharma-Mittal-Taneja

エントロピーに基づいて，Gaussの誤差

法則の2パラメータ拡張を行った． 

(16) 漸近的なベキ分布を導くGaussの

誤差法則において，最尤関数を一般化す

ることと算術平均を一般化することが

等価であることを，最も一般的な場合に

おいて示した． 

(17) κエントロピーに関する非線型拡

散方程式およびFokker-Planck方程式の

漸近解が，ベキ分布を持つκ-Gauss型分

布に収束することを数値解析により明

らかにした． 

(18) 量子系における一般化エントロピーの

性質とある種のトレース不等式の関係から，

一般化された skew information の満

たす不確定性関係を表す不等式とそれ

らトレース不等式が成り立つことの厳

密な証明を与えた． 



 

 

(19) Tsallis統計の下で，Fisher情報量

を定義し，クラメール・ラオの不等式を

証明した．  

(20) 凸集合に関する最短距離定理，分

離定理，二者択一定理などを，エントロ

ピー最大化原理によって特徴付けた． 

(21) 一般化Shannon加法性から，連続系の

Tsallisエントロピー・Tsallis相対エントロ

ピーを導かれることを示した． 

(22) 二経数拡張された対数尤度関数と

対応するBregmanダイバージェンスとの

間に成立する関係式を導出し，それらが

良く知られた対数尤度とKLダイバージ

ェンスとの関係の一般化であることを

示した． 

(23) 数値解析および時間依存型の変換

に基づく議論を通じて，κエントロピー

に関する非線型拡散方程式の漸近解が

κ-Gauss型分布であることを明らかに

した． 

(24) q-Gauss分布族の多様体についての

情報幾何構造と一般化統計物理との対

応に基づき，多孔質媒質中の流体輸送方

程式（PME）の解の性質を明らかにした． 

(25) 一般化された skew information の満

たす不確定性関係を表す不等式について，Luo 

によって示されたWigner-Yanase skew 

information に関係した不確定性関係を１パ

ラメータ拡張し，Li らの論文では不成功に終

わっていた不確定性関係を修正することがで

きた． 

(26) q-Fisher情報量の定義として，q-期待値

と正規化されたq-期待値を用いた２通りの場

合について，ある特定のq-分散のときの

q-Gaussian分布のときにq-Fisher情報量を最

小化することを証明した． 
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