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研究成果の概要（和文）： 離散的空間の研究が近年ますます重要性を増している中で、本研究

はその中でも対称性が極めて高くそれ故に応用も広い離散的対称空間について、表現論という

代数的手法の基礎理論を構築し、幾何学的側面の研究へその応用の道を開拓した。rank 1 の離

散的対称空間に附随する Terwilliger algebra の genric な既約表現を決定したことは特筆

すべき breakthrough である。 
 
研究成果の概要（英文）： We have established a basic theory of representations as a tool 
for the investigations of discrete symmetric spaces of rank one, and applied it to study 
combinatorial objects  that are most naturally formulated in this algebraic framework. 
Particularly, we determined the generic irreducible representations of Terwilliger 
algebras. 
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１． 研究開始当初の背景  
 
従来の代数的組合せ論は 
 
E.Bannai-T.Ito, Algebraic Combinatorics 
I:  

Association Schemes, Benjamin/Cummings 
Lecture Note Series , 1984  
 
に見られるようにBose-Mesner algebra の表
現論の上に構築されていた。１９９０年代に
Terwilliger によりBose-Mesner algebra を
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含みかつそれよりはるかに大きな algebra 
（Terwilliger algebra）が導入され、代数
的組合せ論を Terwilliger algebra の表現論
の上に再構築すべきであるという機運が高
まってきた。表現論はもちろん格段に難しく
なるが、それによる組合せ構造の解析は 
はるかに精密になるからである。 
 
２．研究の目的 
 
本研究の第一の目的は、 
P- and Q-polynomial association scheme 
(compact symmetric space of rank 1 の離
散的類似物）に付随する  Terwilliger 
algebra の既約表現を決定することである。
この意味は、まず代数のレベルで既約表現を
決定すること、次に組合せ論のレベルで既約
表現を決定すること、すなわち P- and 
Q-polynomial association scheme によって
定まる標準加群の既約成分への分解を決定
するということである。 
 
第二の目的は、関連する組合せ構造の研究を 
Terwilliger algebra の表現を通して行うこ
とである。関連する組合せ構造としては、 
ま ず  P- and Q-polynomial association 
scheme そのもの（の分類）を研究対象とし、 
つぎに P- and Q-polynomial association 
scheme（あるいはそれに近い構造を持つ基礎
空間）における code と design および極値
集合を研究対象としている。 
 
これらの研究対象は、古典的な code と 
design および極値集合を特別な場合として
含む。また理論的枠組みとしては、本研究は、 
従来の（Bose-Mesner algebra の枠組みで定
式化されているところの) Delsarte 理論を 
特別な場合として含む。 
 
３．研究の方法 
 
本研究は、研究組織欄に記載した研究代表者
および連携研究者（研究分担者）の９名に 
Paul Terwilliger (Wisconsin 大学・教授)、
Jack Koolen (Pohang 工科大学・准教授)、
田中 太初（東北大学・情報科学研究科・助
教)、田上 真（東北大学・理学研究科・助教)
の４名の研究協力者を加えた計１３名で行
った。 
 
Terwilliger algebra の表現そのものの研究
は主に、伊藤、Terwilliger、野村、田辺、
田上が受け持った。Terwilliger algebra の
表現論の応用の研究に関しては、距離正則グ
ラフについては平木、Koolen が、P- and 
Q-polynomial scheme の部分構造に関しては
田中、鈴木が、code, lattice, (spherical) 

design については坂内、宗政、吉荒が、低
次元トポロジーについては川越が主に受け
持った。 
 
初年度の２００６年に仙台で百人規模の国
際会議を開催したほかに、この研究組織のメ
ンバーが中心となって日韓 workshop を毎
年日本と韓国で１回づつ主催した（日本側の
開催地は九州大学）。また毎年 Terwilliger 
が１ヵ月ほど来日して金沢大学において共
同研究を行った。 
 
４．研究成果 
 
本研究では二つの大きな breakthrough が
あった。ひとつは P- and Q-polynomial 
association scheme に 付 随 す る 
Terwilliger algebra の generic な既約表
現を決定したことである。この結果は 
q-Onsager algebra の有限次元既約表現の決
定を実質的に含んでいる。今後の代数的組合
せ論はこの成果の上に展開していくであろ
う。 
 
もうひとつは距離正則グラフに関する 
Bannai-Ito 予想が肯定的に解決されたこと
である。すなわち、次数が３以上の距離正則
グラフは次数を与えると有限個しか存在し
ないことが示された。この結果は長い間の懸
案の難問であったが最近 Koolen に率いら
れるグループによって証明された（まだ 
preprint)。 本研究グループが最終的に解決
したわけではないが、坂内、伊藤を中心とす
る本研究グループと Koolen との研究交流
の歴史を見れば、この予想の解決に対する本
研究グループの寄与は半分かそれ以上とみ
なしてよいだろう。 
 
P- and Q-polynomial association scheme が
部分構造としてもうひとつの  P- and 
Q-polynomial association scheme を含む場
合の研究が格段に進んだ。この研究は、
Terwilliger algebra の表現論の応用として
なされたが、従来の completely regular 
code の理論や極値集合の理論を統一的に一
般化したものになっている。今後 P- and 
Q-polynomial scheme の標準加群の既約分解
理論が更に深化すれば、更なる重要な応用が
開発されることが期待される。それにより 
P- and Q-polynomial scheme の分類問題の
研究が促進されることが期待される。 
 
最後に Terwilliger algebra の表現論が低
次元トポロジー、整数論、確率論、数理物理
など他の数学の分野と密接にかかわりあっ
ていることが最近次々に分かってきている
ことを指摘しておきたい。特に XXZ model、



 

 

量子確率論の研究において Terwilliger 
algebra が有力な道具となることが期待さ
れる。 
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