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研究成果の概要（和文）：確率振動積分の KdV 方程式・KdV 階層への応用を目指し，確率解析の

基礎理論の整備を行った．無反射ポテンシャルの収束への確率解析の応用，確率振動積分の具

体表現，非可換方程式へ確率解析の応用などさまざまな新たな応用で成果を得た．さらに，ブ

ラウニアンシートに基づく新たな Wiener 汎関数の解析を行った．また，確率振動積分と Jacobi

方程式の関連を明らかにし，それにより代数解析学的意味づけに成功した． 
 
 
研究成果の概要（英文）：A deep study of the theory of Stochastic Calculus was made, aiming 
to apply stochastic oscillatory integrals to the KdV equation and the KdV hierarchy. 
Several new results in Stochastic Calculus are obtained: an application of stochastic 
representation to the convergence of reflectionless potentials, concrete expression of 
stochastic oscillatory integral, a Wiener integral representation approach to non 
commutative harmonic oscillator. Moreover, a new Wiener functional of the Brownian sheet 
was investigated. Finally, the relationship between stochastic oscillatory integrals and 
Jacobi equations was studied to understand stochastic oscillatory integrals from the 
point of view of algebraic analysis. 
 
 
交付決定額 
                                （金額単位：円） 

 直接経費 間接経費 合 計 

２００６年度 1,600,000 0 1,600,000 

２００７年度 1,500,000 450,000 1,950,000 

２００８年度 1,500,000 450,000 1,950,000 

２００９年度 1,500,000 450,000 1,950,000 

  年度  

総 計 6,100,000 1,350,000 7,450,000 

 

 

研究分野：確率解析 

科研費の分科・細目：数学・基礎解析学 

キーワード：確率解析，確率振動積分，KdV 方程式，KdV 階層，2次ウィナー汎関数 
 
 
 

研究種目：基盤研究(B) 

研究期間：２００６～２００９ 

課題番号：18340038 

研究課題名（和文） 確率解析のＫｄＶ方程式・ＫｄＶ階層への応用の研究 

                     

研究課題名（英文） Applications of stochastic calculus to the KdV equation  

and  hierarchy 

研究代表者 

谷口 説男（TANIGUCHI SETSUO） 

九州大学・大学院数理学研究院・教授 

 研究者番号：70155208 



 

 

 

１．研究開始当初の背景 

確率解析の解析学への応用の出発点は，拡

散過程を用いて，微分方程式の解を確率振動

積分(ラプラス－フーリエ型期待値)により

表示できることである．たとえば，2 階偏微

分作用素に付随する熱方程式の解の期待値

表示はファインマン・カッツの公式としてよ

く知られている．近年盛んな確率解析の数理

ファイナンスへの応用も，このような確率解

析と偏微分方程式の関連に基づいている． 

 Korteweg-de Vries(KdV) 方程式は浅水波

を記述する方程式であり，この方程式に関し

ては非常に多くの解析的研究がなされてい

る．とくにこの方程式はソリトン解，周期解

と呼ばれる非常に興味深い挙動をする解を

持っている．研究代表者は先立つ研究におい

て KdV方程式のソリトン解の期待値表現に成

功していた． 

 

２．研究の目的 

本研究は，研究代表者の得ていた成果を元に，

さらに KdV 方程式および KdV 階層の確率解

析的手法による研究を行うこと，またそれに

伴い必要となる確率解析の理論研究を行う

ことを目的とし遂行した．具体的には次のよ

うな問題の解明を目指した．  

(A) 無反射ポテンシャル，ソリトン解，τ関

数の収束の確率論的解析． 

(B) 周期ポテンシャル，周期解の確率論的表

示の確立． 

(C) オレンシュタイン・ウーレンベック過程

と頂点作用素が関連の解明． 

(D)確率振動積分の一般論の展開． 

 

３．研究の方法 

フーリエ・ラプラス型の確率振動積分の基

礎理論をより詳細かつ一般に展開する、次の

ような方法により研究を推進した： 

(1)オレンシュタイン・ウーレンベック過程

のブラウニアンシートによる実現を無反射

ポテンシャルの収束に応用． 

(2)確率振動積分の具体表現の新しい例を構

築． 

(3)確率振動積分の代数解析学的意味づけ． 

(4)国内外の非線形 PDE 研究者との交流． 

(5)非可換方程式への確率振動積分の応用． 

(6)オレンシュタイン・ウーレンベック過程

の新たな汎関数積分の解析． 

これらの推進にあたり，国内・海外確率解

析・非線形 PDE 研究者との交流，情報交換，

研究討論などに研究旅費を利用し，また論文

作成，情報交換、情報袖手集に必要となる書

籍，パーソナルコンピュータなどの購入など

に研究設備備品費を使用した． 

 

４．研究成果 

(1) 無反射ポテンシャルの収束を，オレンシ

ュタイン・ウーレンベック過程のブラウニア

ンシートによる実現を通じて，確率過程の収

束と対応づけることができた．先行する成果

において 2n 次元の散乱データに付随する古

典的無反射ポテンシャルを n次元ウィナー空

間上で実現していたが，これでは基礎空間が

n に依存するため n→∞とする収束を議論す

ることができず，確率解析的に一般化された

無反射ポテンシャルを無反射ポテンシャル

の極限として表現することはできていなか

った．ブラウニアンシートに付随するウィナ

ー・伊藤積分を利用し古典的無反射ポテンシ

ャルと一般化された無反射ポテンシャルの

確率積分表現を与え，その被積分関数の収束

を無反射ポテンシャルの収束に対応させる

ことに成功した．この表現を経由して，一般

化された無反射ポテンシャルのガウス過程

およびガウス測度による期待値表示が実現

できた．この成果を後述論文⑧として公表し

た． 

(2) 確率振動積分の具体表示を得ることが

ソリトン解の期待値表現において重要にな

る．まず，調和振動子に付随する 2次ウィナ

ー汎関数のマリアヴァン微分のノルムを相

関数とする確率振動積分の初等関数による

具体的な表示を確立し，論文⑦として発表し

た．調和振動子のマリアヴァン微分に対する

確率振動積分を求めることは，ウィナー空間

上での停留位相法の実現に対する具体的な

事例として重要であった．本成果においては，

まず cosh，sinh の線形和の分数を用いて確

率振動積分を表示した．この分数表現の極を

詳細に解析することにより，確率振動積分の

フーリエ逆変換を具体的に求め，著輪振動子

のマリアヴァン微分のノルムの定める確率

分布の確率密度関数を特殊関数の無限級数

を利用して表示した． 

さらに，(1)の考察で重要となったブラウ

ニアンシートに関する相関数を持つ確率振

動積分の具体表現を得，論文③で公表した．

この成果においては，ブラウニアンシートの



 

 

正方領域での自乗ノルムを典型例とする，パ

ラメータづけられた 1次元ウィナーカオスの

パラメータ空間上での自乗ノルムを相関数

とする確率振動積分に対する確率振動積分

の具体的な無限積表示を証明した．これを利

用して，ブラウニアンシートの正方領域にお

ける自乗ノルムを相関数とする確率振動積

分を初等関数の無限積として表示すること

に成功した． 

(3) KdV 階層の確率解析的研究において不可

欠なグラスマン多様体との関連について，よ

り一般に確率振動積分の具体表現の条件付

けでの変動とプリュッカー座標の対応につ

いて解明し，論文⑥として発表した．確率振

動積分の解析にプリュッカー座標が重要な

役割を果たすことは，既にレヴィの確率面積

の場合に，池田信行と原啓介により指摘され

ていたが，一般的な確率振動積分に対する解

析はなされていなかった．この研究において

は，2 次ウィナー汎関数の 2 階マリアヴァン

微分として定まるヒルベルト・シュミット作

用素を，ボルテラ型作用と有限次元値域を持

つ作用素の和に分解し，ボルテラ作用素に対

応する方程式（Jacobi 方程式）を，有限次元

的な境界条件を付けて解析することが，境界

条件を与える基底方向に確率振動積分をピ

ン留めすることと対応しており，その境界条

件に自然にプリュッカー座標が現れること

を明らかにした．確率振動積分のフレッドホ

ルム行列表示から，プリュッカー座標との対

応は自然なものといえるが，明示的にその対

応を表示できたのは本研究成果が初めてで

ある． 

(4) 非線形 PDE 研究者との交流を図り，サー

ベイ論文⑤を発表し，概説講演①，②を行っ

た．論文⑤では，単にサーベイというだけで

なく，ランダムなノイズを持つ KdV 方程式の

ソリトン解を確率解析的に表示する新しい

例についても公表した．実際，KdV 方程式に

ブラウン運動の時間微分を付加したランダ

ムな KdV 方程式のソリトン解を，オレンシュ

タイン・ウーレンベック過程の自乗ノルムを

相関数に持つ確率振動積分として表示でき

た． 

(5) 調和振動子研究中に，非可換調和振動子

作用素への確率振動積分の応用を見いだし，

それを論文②，④として発表した． 

 ④においては，特別な非可換調和振動子に

対しては，多様体上の微分形式に付随する熱

方程式の解の確率解析的表示が適用できる

ことを見出し，そのような行列型のウェイト

関数をもつ期待値を利用して，非可換調和振

動子に付随する熱方程式の熱半群，熱核を確

率解析的に表示できた．これにより，先行す

る解析的手法では証明に手間を要していた，

特別な非可換調和振動子と調和振動子のユ

ニタリ同値性を容易に導く出すことに成功

した． 

 ②においては，④の考え方をさらに進め，

無限小変換として非可換調和振動子に付随

する熱方程式を導出する熱半群を確率解析

的に構成した． 

(6) ガウス過程の二乗平均ノルムを利用し

て行っていた(1)の研究，とくにソリトン解

のウィナー積分表示を，オレンシュタイン－

ウーレンベック過程の定める確率面積を利

用した積分表示に拡張した．また，この際に

開発したウィナー空間上の変数変換公式を

利用してオイラー多項式とレヴィの確率面

積の対応を見出した．これらの成果は論文①

として発表した．オイラー多項式とレヴィの

確率面積の関係は，さらにコクセター群とし

ての解釈が期待でき，現在その研究を進めて

いる． 
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