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研究成果の概要（和文）：フェファーマン‐スタインによるハーディー空間と同様の性質を持つ

関数空間をユークリッド空間の領域上に導入し，その性質を確立した．この関数空間は，或る

条件をみたす微分同相写像の定める変数変換によって，同種の関数空間に変換されるという性

質を持つ．この関数空間を古典的直交級数の研究に応用した．時間周波数解析など実関数論的

調和解析に現れるいくつかの関数空間の性質を調べ，それらの空間での作用素についての結果

を得た． 
 
研究成果の概要（英文）：We introduced a function space on a domain of the Euclidean space 
and established its fundamental properties. The function space has several properties 
similar to the Hardy space on the whole Euclidean space introduced by Fefferman and 
Stein. In particular, we showed that the change of variables defined through 
diffeomorphisms, with certain properties, of the basic domains transforms the function 
space into another function space of the same kind. We used the function space to study 
classical orthogonal series. We investigated several other function spaces used in the field 
of time-frequency analysis and obtained several results concerning the operators acting in 
those spaces.  
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１．研究開始当初の背景 
(1) 異なる 2 つの正規直交関数系の間の移植
作用素の研究は，ポラールやアスキーらによ

ってヤコビ多項式から定まる区間(0,π)上の
正規直交関数系（ヤコビ関数系）等の場合に，
古くは 1960 年代から研究された．マッケン
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ハウプトは 1986 年の論文で，ヤコビ関数系
の間の移植作用素が，区間(0,π)上の重み付
きルベーグ空間において有界作用素になる
場合を詳しく調べた．研究代表者は 2004 年
に発表した論文で，区間(0,π)上の重み付き
測度に関するハーディー空間を用いれば，マ
ッケンハウプトの結果の一部が拡張できる
ことを示した．その結果を更に一般化できる
こともほぼ確認していた． 
マッケンハウプトとスタインは 1965 年の

論文で，ヤコビ関数系の特殊の場合である超
球多項式を用いて複素解析関数の理論と同
様の関数理論を展開し，超球多項式系に関係
した共役関数を導入して，古典的なフーリエ
級数論のリースの不等式と同様な不等式が
成り立つことなど，ルベーグ空間 Lp を用い
た理論を展開した．研究代表者は 2005 年頃
に，ヤコビ関数系の移植定理に用いた重み付
きハーディー空間を用いて，マッケンハウプ
トとスタインの理論をハーディー空間 Hp に
拡張することについて，部分的な結果を得て
いた． 
 
(2) 1970 年代初めにフェファーマンとスタイ
ンがユークリッド空間上に実関数論的な方
法でハーディー空間を導入して以来，フェフ
ァーマン‐スタインのハーディー空間の
様々の特徴付けや，そのハーディー空間での
特異積分作用素の性質などが，盛んに研究さ
れた．研究代表者は 1990 年の論文で，ユー
クリッド空間の領域上に実関数論の方法で
ハーディー空間を導入し，その基本的な性質
を確立した．チャン‐クランツ‐スタインは
1993 年の論文で，滑らかな境界を持つユー
クリッド空間の有界領域上に実関数論的な 2
種類のハーディー空間を導入し，その領域で
のポアッソン方程式のディリクレ境界条件
またはノイマン境界条件の下での解が，その
ハーディー空間において適切な評価をみた
すことを示した．スタインらの結果は滑らか
な境界を持つ領域に限られていたが，ミトレ
アとメイボロダは 2004 年に，スタインらの
結果をリプシッツ境界を持つ領域へ一般化
した． 
 
(3) 分担者の佐藤秀一は 2000 年代初めに，カ
ルデラン・ジグムント型特異積分作用素で積
分核が十分な滑らかさを持たない場合（ラフ
な積分核と呼ばれる）を研究し，そのような
特異積分作用素から定義されるリトルウッ
ド‐ペーリー関数やユークリッド空間内の
多様体に沿った特異積分などについて多く
の結果を得ていた． 
 
２．研究の目的 
(1) ヤコビ関数系について 2005 年頃までに
研究代表者の得ていた結果は，1 次元の場合

ではあるが，領域上の重み付きのハーディー
空間において特異積分作用素が有効に作用
することを示したものである．ユークリッド
空間の一般の領域においても，その上の或る
条件（2 倍条件に相当する条件）をみたす一
般的な測度に関するハーディー空間を導入
し，そのハーディー空間の性質を調べ，さら
に，その空間での特異積分作用素の有界性を
確立したい，と考えた．とくに，ユークリッ
ド空間のひとつの領域を適当な条件をみた
す微分同相写像によって別の領域に移すと
き，その同相写像による変数変換によって領
域上のハーディー空間に引き起こされる変
換の性質を確立すること，さらにそのハーデ
ィー空間を用いて，ミトレアらの結果を重み
付きの場合に拡張すること，を目標とした． 
 
(2) ヤコビ関数系に対する移植作用素の有界
性に関する結果では，マッケンハウプトの結
果でも研究代表者の結果でも，パラメーター
の或る離散的な値が例外になっている．この
例外の場合に移植作用素の有界性を示すこ
とをひとつの課題として設定した． 
さらに，超球多項式系に関するマッケンハ

ウプトとスタインの解析関数系に対して研
究代表者が得ていた結果はパラメーターの
範囲に制限がついていたので，この制限をは
ずして，パラメーターの全範囲で同様の結果
を得たいと考えた．さらに，その解析関数系
に関するハーディー空間の詳しい性質を得
たいと考えた． 
 
(3) 実関数論的調和解析で重要である特異積
分作用素と関数空間の研究を広げることも
ひとつの研究課題とした．特に，佐藤秀一が
2000 年代初めまでに進めていたラフな積分
核を持つ特異積分作用素の性質の研究，時間
周波数解析に現れるモデュレーション空間
の性質の研究，モデュレーション空間におけ
る特異積分作用素や擬微分作用素の性質の
研究，重み付きの関数空間の研究，などを深
めることを課題とした． 
 
３．研究の方法 
(1) 最大関数を用いる実関数論の方法によっ
てユークリッド空間の領域上で重み付きの
ハーディー空間を定式化し，アトム分解や変
数変換などの基本的な性質を確立する． 
 
(2) 楕円型偏微分方程式の境界値問題に重み
付きハーディー空間を応用して，方程式の解
の新しい評価を示す． 
 
(3) 関数のフーリエ変換を分割することによ
って定義されるモデユレーション空間の性
質を調べ，フーリエ乗子作用素や擬微分作用
素の有界性やコンパクト性などの性質の研



 

 

究に応用する． 
 
(4) 積分核が滑らかさを持たない場合の特異
積分作用素や，同様の核を用いて定義される
リトルウッド・ペーリー関数，ユークリッド
空間の多様体に沿った特異積分など，一般的
な特異積分作用素の性質を調べる． 
 
４．研究成果 
(1) 領域上のハーディー空間の研究では，領
域上に境界で 0になる正値のリプシッツ連続
関数が与えられたとき，その関数に付随した
最大関数を用いて領域上に重み付きハーデ
ィー空間を導入した．このハーディー空間に
ついて，アトム分解による特徴づけ，変数変
換や関数の掛け算に関する性質など，基本的
な性質を確立した．このハーディー空間を用
いて，ヤコビ級数の移植定理に関する結果を
整備した．さらに，或る条件をみたす微分同
相写像による変数変換は，この重み付きハー
ディー空間を同種の重み付きハーディー空
間に移すことを示した． 
 
(2) 超球多項式系に関する解析関数系に対し
て研究代表者が得ていた結果でパラメータ
についていた制限をはずす問題は，解決でき
なかった．実関数論の方法だけでは，技術的
に難しい点がたくさんあり，複素関数論的な
方法や確率過程を利用した方法などを試み
る必要がありそうである．また，その解析関
数系に関するハーディー空間の詳しい性質
の解明にも至らなかった． 
 
(3) 楕円型偏微分方程式の境界値問題に重み
付きハーディー空間を応用する研究では，基
本的には１変数の直交級数の研究に用いた
方法が利用できることが予想されたが，具体
的な成果を得るまでには至らなかった．現在
も研究を進めている．特に，領域の境界が滑
らかでない場合について，ハーディー空間の
性質を保存する変数変換を構成したり，偏微
分作用素の解を表示する積分核の精密な評
価をしたりすることなどに，困難な問題点が
いくつかある． 
 
(4) モデユレーション空間の性質を調べ，局
所ハーディー空間とモデユレーション空間
との間に埋め込みが成り立つパラメータの
範囲を決定した．さらに，実関数論の振動積
分の評価法を用いてシュレーディンガー型
のフーリエ乗子作用素を調べ，その作用素が
モデユレーション空間で有界となるパラメ
ータの範囲を決定した．また，擬微分作用素
の研究に，モデユレーション空間とウェーブ
レット理論のガボール・フレームを利用して，
擬微分作用素がシャッテン族に属すための
条件としてこれまでに知られていた条件を

改良した． 
 
(5) 一般的な特異積分の性質の研究では，研
究分担者の古谷康雄（小森康雄）と佐藤秀一
（2006－2007 に研究分担者，その後は連携
研究者）を中心とした研究により，ある種の
曲面に沿った特異積分，特異ラドン変換の性
質の解明，特異積分の最大作用素の重み付き
評価，モーレー空間やヘルツ空間での特異積
分作用素の評価，特異積分作用素と掛け算作
用素の交換子の研究，などに成果があった． 
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