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研究成果の概要（和文）： 
数値計算と実験観測に基づいた解析により、特に、（１）平面クエット流、（２）回転平面ポア

ズイユ流、（３）正方形断面ダクト内流、（４）成層回転２重円筒間流れ、（５）自然対流をとも

なうせん断流、（６）内部加熱を伴うせん断流において、今まで見つかっていなかった解、また

は、流れを発見し、流体運動を支配するナヴィエ･ストークス方程式の解の多重性を実証すると

ともに、層流から乱流への遷移過程での流体挙動現象との関連について検証を行った。 

 

研究成果の概要（英文）： 
The multiplicity of the Navier-Stokes equations is exhibited by presenting new solutions or 
flows, especially for (1) plane Couette flow, (2) rotating plane Poiseuille flow, (3) flow 
through a duct with square cross-section (4) stratified rotating flow between two concentric 
cylinders, (5) shear flow with natural convection and (6) shear flow with internal heat 
source, numerically and experimentally, where the relation between the multiplicity and 
the behaviour of the fluid flows in the transition to turbulence from laminar states is 
examined. 
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１．研究開始当初の背景 
粘性流体の運動を支配するナヴィエ・ストー

クス方程式は，その解の唯一性が，流れの強

さを示すレイノルズ数が極めて小さい領域で

の２次元の場合にのみ証明されているだけで，

一般には解の多重性によって特徴づけられて
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いる．たとえば，解の分岐として流れの安定

性を考える場合，対象となる基本状態（層流）

に擾乱を加え，レイノルズ数を徐々に増加さ

せていくと，ある場合には，無限小の擾乱に

対しては擾乱エネルギーが指数関数的に減少

し（線形安定性）、基本状態は回復されるが，

有限振幅の擾乱に対しては別の解に移行する

亜臨界分岐，また別の場合には，擾乱エネル

ギーが指数関数的に増加し（線形不安定性）、

流れが基本状態から別の解に移行する超臨界

分岐が起こる．無限小擾乱の時間発展が指数

関数的な減少から増加に移る際に通過する成

長率が零となる状態を臨界状態，そのときの

レイノルズ数を臨界レイノルズ数と呼び，臨

界状態では基本解は中立安定である．臨界レ

イノルズ数付近の領域で，基本解以外に別の

解（２次流れ）が，亜臨界分岐の場合は臨界

レイノルズ数より小さい領域で，また，超臨

界分岐では大きい領域に存在し，解の唯一性

が保てなくなる．このような線形臨界値が存

在する流とは異なり，基本流がどんな有限の

レイノルズ数に対しても中立安定性を呈さな

いような線形臨界値が不在の流れに対しては，

臨界レイノルズ数は無限大であり，臨界レイ

ノルズ数の近傍で擾乱を振幅展開する弱非線

形理論は適用することができず，非線形問題

としての数値解析に頼らざるを得ない．基本

流から分岐した２次流れがいつまでも安定で

存在することはなく，より高いレイノルズ数

でその安定性を失い，３次流れ，４次流れへ

と分岐を繰り返し，ついには乱流状態に遷移

する．分岐する流れが高次になるに従い，そ

の空間的構造は逐次対称性が失われより複雑

になるため，より膨大な計算量が必要となる。 

これまで、さまざまな流れに対してナヴィエ･

ストークス方程式の解の多重性と乱流遷移

現象との関連に関する研究がなされてきた

ものの、決して十分とは言えない。特に、線

形臨界点が不在の流れについては、非線形解

の求積が困難であったため、さらに追求する

ことが望まれている。 

  

２．研究の目的 
当研究の目的は上記の項目「１．研究開始当

初の背景」で述べた流れの非線形安定性問題

におけるナヴィエ・ストークス方程式の解の

多重性と，層流から乱流への遷移現象との関

わりを，特に，境界〈壁面〉で囲まれたせん

断流について理論と実験の両面から解明し

ていくことである．研究対象とした流れは以

下のとおりである： 
（１）平面クエット流 

（２）回転平面ポアズイユ流 

（３）正方形断面ダクト内流れ 

（４）成層流の回転２重円筒間流れ 

（５）自然対流によって引き起こされるせん

断流 

（６）内部加熱による対流によって引き起こ

されるせん断流 
 
３．研究の方法 
 
（１）線形臨界点が存在する場合 
まず、ナヴィエ･ストークス方程式の厳密解

を解析的に求め、その線形安定性を調べる。

厳密解に加える無限小の擾乱はポロイダ

ル・トロイダル分解を施し、関数展開された

ノーマル・モードとして扱う。数値計算のた

め関数展開は有限次元で打ち切り、固有値問

題として解く。固有値、すなわち、擾乱の成

長率が零となるパラメータ値を求め、そこか

ら分岐する有限振幅の非線形解を探る。その

とき、有限振幅擾乱は空間３方向に級数展開

し、展開係数に関する代数方程式に帰着させ、

その非線形解をニュートン法を用いて数値

的に求める。非線形解が見つかれば、厳密解

の安定性を調べたときと同じようにして、非

線形解に無限小の擾乱を加え、その線形安定

性を調べ、さらなる分岐解をも求める。以下、

同様にして、逐次、分岐していく解を求め、

時空間的な構造を調べることで、層流から乱

流への遷移過程における現象を把握する。 
（２）線形臨界点が不在の場合 
厳密解から直接分岐する解は存在しないた

め、上記（１）の手法は使えない。従って、

新たにこの系を不安定にする物理的な要素

（コリオリ力、熱源など）、または、人工的

な外力を加え、系をいったん不安定にし、

（１）と同じようにして非線形解を逐次求め

る。そのあと、新たに加えられた不安定要因

を減少させ取り除いた場合にも求められた

非線形解が存続しているかどうかを確かめ

る。この技法はホモトピー法とよばれ１９９

０年に当研究代表者によって初めて考案さ

れ、平面クエット流の非線形解を求めること

に成功した。 
（３）実験観測 
アスペクト比の高いテーラー・クエット実験

装置を作成する。温度を制御した恒温循環装

置（ＴＡＩＴＥＣ社製ＣＯＯＬＮＩＴ CL―
150R）２台を用意し、同軸の内外円管の温度

をそれぞれ一定に保持し、両円筒をサーボモ

ータを用いて回転させることで２重円筒の

間隙内に流れを誘起させる。両円筒の回転数

および温度差を変化させていくことで変化

する流れのパターンを、温度場は雲母片また

は感温液晶（日本マイクロカプセル社製ＫＲ

Ｎ-１６）で可視化し、流速はＰＩＶ装置とコ

ンピュータで測定し、乱流への遷移過程現象

を定性的定量的に捉える。 
 

４．研究成果 

（１）平面クエット流における２次元非線形

解の存在を疑問視した論文が発表されたこ



 

 

とがきっかけとなり、この問題を追及するこ

とを仏・マルセイユ大学の Ehrenstein 教授

との共同研究として急遽立ち上げ、疑問視さ

れた解が実際に存在することをつきとめた。

この解は空間的に孤立しており、実験観測で

見られる乱流スポットと呼ばれる孤立領域

を含む流れとの関連を調べる上で重要な発

見となっている（図１参照）。成果は

Ehrenstein, Nagata &  Rincon (2008) とし

て Physics of Fluids に掲載されている。 

 

 

 

 

  図１. 平面クエット流の２次元孤立解. 色 

   コードは渦度を示す. 

 

（２）平面ポアズイユ流に流れ方向とスパン

方向に回転軸を有する２つの回転を独立に

加え、逐次分岐する解を求めた結果、回転の

影響が強くなるにつれ、回転がない場合に見

られる２次元空間構造を有する横渦解とは

異なり、３次元的な空間構造を持つ渦解が遷

移に関わっていることがわかった。この研究

の成果は Wall & Nagata (2006) と Masuda, 

Fukuda & Nagata (2007) の２論文として

Journal of Fluid Mechanics に掲載された。 

（３）正方形断面ダクト内流れの非線形解を

世界にさきがけて発見した。この系は線形臨

界点が不在のため解くことが困難であった

が、伊・ジェノバ大学の Wedin 博士と 

Bottaro 教授との共同研究において、乱流の

自己維持メカニズムの仮説をもとにした人

工的な外力を加え、系をいったん不安定にし

てから解を接続するホモトピー法を導入す

ることで、これまで見つかっていなかった非

線形解を得ることに成功した（図２参照）。

Wedin, Nagata & Bottaro (2009) として 

Physical Review E に掲載されたこの研究の

成果は、正方形断面のダクト流の遷移を理解

する上で突破口となっている。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図２. 正方形断面ダクト内流れの非線形解 

の流速分布. 色コードは軸方向速度成分, 

矢印は断面内の速度成分を示す. 

 

 

（４）温度差のある回転２重円筒の間隙での

熱対流は傾圧不安定の室内実験モデルとし

て多くの実験的研究があるが、いずれもアス

ペクト比は５程度であった。当研究ではアス

ペクト比が 200の実験装置（図３参照）を作

成し予備的な実験を行った。その結果、最初

にロール状の渦列が現れるが、ロールはすぐ

に屈曲（キンク）した構造に変化し、最終的

に乱流に遷移していくことが観察された（図

４参照）。このキンクの挙動について 大橋・

野口・永田の論文として 2010 年の理論応用

力学講演会での発表が決まっている。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図３. 温度差のある回転２重円筒実験装置. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図４. 左：ロール状の渦列. 右：キンク構造. 

 

（５）異なる一定の温度に保たれた垂直平行

平板間に生じる自然対流によって引き起こ

されるせん断流の２次流れ(Nagata & Busse, 

1983) を平面クエット流にホモトピー法を

適用させて接続することにより、ヘアピンの

ような形状を示す渦解が純粋な平面クエッ

ト流に存在することを示した。この解は壁乱



 

 

流への遷移過程における秩序構造の範例の

一つとして構成すると考えられている。この

研究の成果は Itano & Generalis (2009) と

して Physical Review Letters に掲載され

た。 

（６）正方形断面ダクト流の非線形を求める

ことを見据え、ダクト内に内部加熱によって

引き起こされるせん断流（図５参照）の線形

安定性を検証した。実際、この流れは、ダク

ト軸方向の圧力勾配と内部加熱の強さの二

つのパラメータに依存し、層流の流速分布に

変曲点が存在する領域で不安定になること

をつきとめた。この研究の成果は Uhlmann & 

Nagata (2006)と し て  Journal of Fluid 

Mechanics に掲載された。この解をホモトピ

ー法で内部加熱がない温度一定の正方形断

面ダクト流における非線形解に接続する研

究プロジェクトが現時点で進行中である。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  図５. 軸方向の圧力勾配と内部加熱によっ

て引き起こされる正方形断面ダクト流. 
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