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研究成果の概要： 

 非圧縮性乱流の高精度非定常数値計算手法として知られている自乗量保存形の差分スキーム

を，圧縮性乱流，さらに移動格子へと拡張した．圧縮性乱流に対する自乗量保存形差分スキー

ムの構成は，密度の平方根の重み付き補間を導入することで構成された．さらに，圧縮性流れ

の輸送方程式と移動格子に対する輸送方程式とのアナロジーから，ヤコビアンの平方根の重み

付き補間を導入することで，移動格子に対する自乗量保存形の有限体積法が構成された．検証

計算を通して，構成された手法の有効性が確認された． 
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１．研究開始当初の背景 

 
 自乗量保存形の移流項差分スキームは非
散逸・非生産で中立安定な流体運動の数値計
算手法であり，研究代表者が開発した非圧縮
性流れの高次精度移流項差分スキームは乱
流の非定常数値計算に対し非常に有効な手
法として世界で認知されている．一方，近年
は燃焼や流体音響のように弱い圧縮性が重

要な流れ場の非定常数値解析が注目される
ようになり，圧縮性流れに対する自乗量保存
形の移流項差分スキームの拡張も世界で試
みられてきた．しかし本研究開始以前の状況
として，圧縮性流れへの拡張は成功していな
かった．これに対し研究代表者は，圧縮性流
れに対する自乗量保存形差分スキームの構
成方法を発見し，さらに圧縮性と移動格子に
関する流体運動の支配方程式のアナロジー
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から，移動格子の自乗量保存形の差分スキー
ムも構成可能であることを見出した．そこで，
これらを発展させるため本研究課題を申請
し，研究を開始することとなった． 
 

２．研究の目的 

 

機械工学の応用問題に現れる流動現象は，

Ａ）低マッハ数から高マッハ数流れの混在，

Ｂ）流れ場形状の変形，Ｃ）流れの強い非定

常性，Ｄ）乱流の発生，Ｅ）流体音の発生，

Ｆ）物性値の急激な変化、Ｇ）混相流、Ｈ）

流体と構造の連成，等の要素を持つ非常に複

雑なものである．これらのうちＡ）～Ｃ）を

扱える流体解析の商用コードはいくつか存

在する．しかし，同時にＤ）およびＥ）の解

析を高精度に実施できるものは皆無である．

これはＡ）～Ｃ）を扱うための商用コードで

の技巧がＤ）およびＥ）の解析を阻むからで

ある．本研究では，自乗量保存形の移流項差

分スキームを導入することにより，Ａ）～Ｅ）

を扱える乱流の高精度数値解析手法の開発

を試みる．研究の手順として，まず計算アル

ゴリズムの開発を行い，計算コードを作成し

た後，検証のための応用計算を実施し，開発

したコードの信頼性と有効性を確認する． 

 
３．研究の方法 

 

上記研究の目的を達成するため，以下の

(1)～(3) で研究を実施し，さらに(4)～(8) 

の検証計算を実施した． 

(1) 圧縮性流れに対する自乗量保存形の

差分スキームの構成： まず，非圧縮性流れ

に対する自乗量保存形の移流項差分スキー

ムを圧縮性流れへと拡張する．非圧縮性流れ

の輸送方程式の移流項は，発散型，勾配型，

および混合型で表現される．これらは連続の

式の成立により互換となり，発散型が先天的

に（連続の式の成立なしに）保存形，混合型

が先天的に自乗量保存形となる．このような

解析的な互換性と保存特性が離散的にも満

足されるものが自乗量保存形の移流項差分

スキームである．そこで，圧縮性流れの輸送

方程式に対し混合型，勾配型，および混合型

の移流項を定義し，連続の式が成立すれば互

換で，さらに発散型が先天的に保存形，混合

型が先天的に自乗量保存形となる離散式を

構成する．その際，まず半離散式（空間離散

式）に対する移流項差分スキームを構成する．

さらに，完全離散式（時間空間離散式）に対

する移流項差分スキームを構成する． 

(2) 計算アルゴリズムの開発： (1) で構

成された圧縮性流れに対する自乗量保存形

の差分スキームはシステム方程式を構成す

るので，その解法つまり計算アルゴリズムを

開発する．まず，輸送方程式を半離散式によ

る自乗量保存形の差分スキームで離散化し

た場合には陽的時間進行法による時間進行

が可能である．一方，完全離散式による自乗

量保存形の差分スキームでは非線形連立方

程式を解く必要がある．完全離散式での非線

形連立方程式を解くため，本研究では

Jacobian-Free Newton-Krylov 法（ＪＦＮＫ）

法を導入する．その際，ＪＦＮＫ法の計算ア

ルゴリズムで使用される Krylov 反復解法は

大規模問題に対し収束性が悪化することが

知られているため，有効な前処理も検討する． 

(3) 移動格子に対する自乗量保存形の差

分スキームの構成： 輸送方程式に関する圧

縮性流れの形式とＡＬＥ移動格子の形式の

アナロジーから，移動格子に対しても自乗量

保存形の差分スキームが構成できる．具体的

には，圧縮性流れの輸送方程式における密度

と移流速度が，ＡＬＥ移動格子での輸送方程

式では密度×ヤコビアンおよび格子移動速

度を含む反変速度成分となる．この対応関係

に着目すれば，圧縮性流れに対する自乗量保

存形の差分スキームと同様に，ＡＬＥ移動格

子に対する自乗量保存形の差分スキームも

構成できる．さらに，移動格子においてはメ

トリックスに対して幾何学的保存則（ＧＣＬ

条件）を満足させる必要があるので，ＧＣＬ

条件とも整合するように移動格子に対する

自乗量保存形の差分スキームを構成する． 

(4) ３次元周期的非粘性流の数値解析：  

圧縮性流れでは質量，運動量，および全エネ

ルギーが保存量となるが，これらのうち全エ

ネルギーの保存は，質量保存則，運動量保存

則，および内部エネルギーの式の従属な関係

式としても表現される．ここでは，質量保存

則，運動量保存則，および内部エネルギーの

式を連立して解き，周期的非粘性流における

全エネルギーの保存を尺度として，構成した

差分スキームの自乗量（エネルギー）保存特

性を検証する．なお，移動格子に対する自乗

量保存形の差分スキームに対しては，周期的

に変化する格子上での検証計算を実施する． 

(5) 圧縮性一様減衰乱流のＤＮＳ： 圧縮

性流れの自乗量保存形の差分スキームの有

効性を粘性流においても確認するため，圧縮

性一様減衰乱流のＤＮＳを実施し，計算結果

を参照データと比較する． 

(6) オープンキャビティ流れでの音響解

析： 圧縮性流れに対する自乗量保存形の移

流項差分スキームは非生産・非散逸という特

徴を持つので，微小な圧力変動の解像が必要



 

 

となる流体音響の直接数値解析にも有効と

考えられる．そこで，２次元オープンキャビ

ティ流れの数値計算を実施し，放出渦が角部

に衝突する際に生じるとされている音波の

発生を確認する． 

 (7) 振動角柱周り流れの数値計算： 移動

格子に対する自乗量保存形の差分スキーム

の検証計算として，振動角柱周り流れの数値

計算を実施する．この流れ場の挙動について

ストークス数βおよび Keulegan-Carpenter

数（ＫＣ数）をパラメータとして数値計算を

実施し，実験結果との比較を通して構成され

た移動格子に対する差分スキームの有効性

を確認する． 
  (8) その他の検証計算： 上記以外に，平
板チャネル乱流のＤＮＳ，バックステップ乱
流のＤＮＳ，回転系振動格子乱流のＤＮＳ，
ピストン式コンプレッサ内流れの数値計算
を実施している． 
 

４．研究成果 
 

  研究の方法に示した(1)～(8)に対応させ

て以下に研究成果を示す． 

 (1) 圧縮性流体の乱流の非定常数値シミ

ュレーションに適した数値計算手法を構築

するため，まず圧縮性流れの輸送方程式の移

流項の型と保存特性を検討した．その結果，

時間項を含めて移流項の型，つまり発散型，

勾配型，および混合型を定義すれば，圧縮性

流れにおいても非圧縮性流れにおけるもの

と同様に移流項の型の互換性および保存特

性が整理できることを示した．さらに，圧縮

性流れの支配方程式の移流項に対する有用

な混合型を提案した．具体的には，連続の式

の左辺を，  
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とすると，(Cont.)=0 の条件の下に互換となる

変数φの輸送方程式の移流項の発散型(Div.)φ,

勾配型(Adv.)φ，および混合型(Skew.)φ は以下

となる． 
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が成立するので，これら移流項の型は質量保

存則が成立（(Cont.)=0）すれば互換となる．

ここで，発散型(Div.)φが先天的に保存形であ

ることは形式から明らかであり，混合型の自

乗量保存特性は以下で確認される． 
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以上の移流項の型とそれらの互換性および

保存特性は解析的な関係式であるが，これら

が離散的に満足されるように差分，補間およ

びパーマネント積を組み合わせることで，圧

縮性流れに対する自乗量保存形の移流項差

分スキームが構成された．特に完全離散式に

対しては，密度平方根の重み付き補間を導入

することで，圧縮性流れの自乗量保存形の移

流項差分スキームが構成できる．空間離散化

手法としては通常差分とコンパクト差分を

使用した．ただし，通常差分では半離散式と

完全離散式，コンパクト差分では半離散式の

差分スキームを構成した． 

(2) 半離散式の自乗量保存形の差分スキ

ームの計算アルゴリズムでは陽的時間進行

法が使用できるので，低量型ルンゲ・クッタ

法（ＲＫ法）を導入した．基本的には

Williamson による低容量型３次精度ＲＫ法

（ＲＫ３）としているが，さらにCarpenter & 

Kennedy の低容量型５段４次精度ＲＫ法（Ｒ

Ｋ４/ＣＫ）へも拡張可能としている．一方，

完全離散式の自乗量保存形の差分スキーム

の計算アルゴリズムでは非線形連立方程式

の解法としてＪＦＮＫ法を導入する．ＪＦＮ

Ｋ法の計算アルゴリズムで使用される

Krylov 反復解法としてはリスタート付き

GMRES 法を使用する．GMRES 法を含め Krylov

反復解法では変数の数が増えると急速に収

束性が悪化することが知られており，有効な

前処理の導入が必須となっている．このため

本研究では，フレキシブル前処理を伴う

GMRES 法（FGMRES 法）を用いることとした．

これは，GMRES 法の前処理として数回の繰り

返しによる GMRES 法を用いるもので，前処理

のために新たに行列操作等を導入する必要

がないという意味でフレキシブルであり，汎

用性が高い手法となている． 

(3) 輸送方程式に関する圧縮性流れとＡ

ＬＥ移動格子のアナロジーから，移動格子に

対しても自乗量保存形の差分スキームが構



 

 

成できる．研究成果の(1)に示した(Cont.)～

(Skew.)は，ＡＬＥ移動格子での輸送方程式に

おいては以下のようになる． 
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ただし，τ と ξ jは計算空間上の時間と空間座

標，J は座標変換のヤコビアン，U jは格子の

移動速度を含む半変速度成分である．ここで，

圧縮性流れの輸送方程式における密度 ρ と移

流速度 ujが，ＡＬＥ移動格子での輸送方程式

ではヤコビアン×密度 Jρ および格子移動速

度を含む半変速度成分 U j となることに着目

すれば，圧縮性流れに対する自乗量保存形の

差分スキームと同様にしてＡＬＥ移動格子

に対する自乗量保存形の差分スキームも構

成できる． 

 (4) ３次元周期的非粘性流における検証

計算の結果の一例として，全エネルギーの相

対誤差の時間刻み幅依存性を図１に示す．横

軸は無次元時間刻み幅，縦軸が全エネルギー

の相対誤差の絶対値である． 
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   図１．全エネルギーの相対誤差 

 

図１中，(Div.-S2)および(Div.-S4)はそれぞれ

半離散式での空間２次および４次精度の自

乗量保存形の差分スキーム（発散型使用）に

よる計算結果で，全エネルギーの誤差は使用

した時間進行法（ＲＫ３）に対応したオーダ

ーとなっている．これらについては．対応す

る勾配型および混合型も同様の結果を与え

る事が確認されている．一方，コンパクト差

分による移流項差分スキームでは，図に示さ

れている混合型(Skew.-SC6)のみが安定な計

算結果を与え，対応する発散型および勾配型

の差分スキームでは計算が発散した．これよ

り，コンパクト差分のように型の互換性が満

足されない場合には自乗量保存形である混

合型に基づく離散化が有効な事も確認され

た．図１中の(Div.-FS2)および(Div.-FS42)はそ

れぞれ完全離散式での空間２次および４次

精度の自乗量保存形の差分スキーム（発散型

使用）による計算結果で，非線形解法が収束

する限り大きな時間刻み幅でも全エネルギ

ーの誤差は計算機の丸め誤差となる．なお，

図１中の(Div.-FS2’)は密度平方根の重み付き

補間を導入しない場合の完全離散式による

計算結果で，誤差は時間刻み幅の２次のオー

ダーとなっており，この結果と(Div.-FS2)と

の比較からも本研究で提案した手法の有効

性が確認される． 

 (5) 圧縮性一様減衰乱流のＤＮＳの計算

結果として，完全離散式の完全保存形差分ス

キームを使用した計算結果のうち，乱流エネ

ルギーの時間履歴を図２に示す．横軸は無次

元時間，縦軸が無次元乱流エネルギーである．

この数値計算は，テイラー・マイクロスケー

ルに基づくレイノルズ数 30，初期乱流マッハ

数 0.3 で実施されている． 

 

0 1 2 3

0

1

t /

2
 K

 /
 (

3
u

0

2
 )

 
   図２．乱流エネルギーの時間履歴 

 

図２中の実線が本研究で開発した手法，○印

の参照データは同じ条件で実施されたスペ

クトル法によるＤＮＳの計算結果である．両

者は良く一致しており，粘性流においても本

研究で開発された手法の有効性が確認され

た． 

 (6) 近年，流体音響の直接数値計算も実施

されるようになってきたが，流体音響の数値

解析では微小な圧力変動を捕らえる必要が



 

 

あり，散逸的な誤差は極力除去する必要があ

る．このため従来は，空間的な散逸誤差をで

きるだけ小さく抑えるため非常に高次精度

の空間離散化手法（例えば空間８次精度のコ

ンパクト差分等）が使用されてきた．一方，

本研究で開発した完全離散式の完全保存形

の差分スキームは，たとえ空間精度が低くと

も移流項差分スキームによる散逸的な誤差

はほぼゼロとなるため，流体音響解析に対す

る有効性が期待される．そこで，２次元オー

プンキャビティ流れの数値計算を実施し，音

響解析の可能性を検討した．図３に，２次元

オープンキャビティ流れの音響解析の計算

結果の一例として圧力コンターを示す．この

数値計算は完全離散式の完全保存形の空間

２次精度差分スキームを使用して実施され

ている． 

 

 
 

図３ ２次元オープンキャビティ流れの 

圧力コンター 

 

流れ場は主流の２次元チャネルと下壁に設

けられたオープンキャビティで構成されて

おり，主流は左から右へ流れている．キャビ

ティ上流側角部から渦が放出され，渦が後流

に流された後，キャビティ後流側の角部付近

の壁面に衝突する．図３に見られるように，

渦が壁面に衝突する際，圧力波が放出される

様子が本数値計算によって捉えられている． 

 (7) 開発された計算手法の移動格子にお

ける有効性を確認するため，振動角柱周り流

れの数値計算を実施した．この流れを支配す

る無次元パラメータであるストークス数β

およびＫＣ数について，β=400 および

KC=0.5 とした計算結果を図４に，β=400 お

よび KC=3.0 とした計算結果を図５に示す． 

 
図４ 振動角柱周り流れの渦度分布 

   （β=400, KC=0.5） 

 

 
図５ 振動角柱周り流れの渦度分布 

   （β=400, KC=3.0） 

 

 
図６ 流体反力係数の計算結果 

 

これらの図には角柱の軸方向の渦度の等値

面（赤が正，青が負）が示されている．βお

よび KC の値が小さい場合には，図４のよう

に２次元的な渦構造となるが，βあるいは



 

 

KC の値を増加させると流れ場が不安定化し，

図５に見られるような３次元的な渦構造が

現れる．このような数値計算をβおよび KC

数を変化させて実施し，流体反力係数 CFA を

算出した結果を図６に示す．流体反力係数に

ついては，KC 数には依存するがβにはあま

り依存しないという実験結果が報告されて

いるが，本研究の数値計算でもこの結果が確

認された． 
  (8) 上記以外に，非圧縮性流れの検証計算
として平板チャネル乱流のＤＮＳとバック
ステップ乱流のＤＮＳ，移動格子の検証計算
として回転系振動格子乱流のＤＮＳ，さらに
工学的応用問題への適用例としてピストン
式コンプレッサ内流れの数値計算を実施し
ているが，これらは学会発表を参照されたい． 
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