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研究成果の概要： 

教師機械が時間的に動くモデル、生徒機械を時間方向に組み合わせる集団学習のモデル、教

師機械が複数存在するモデルなど、時間的あるいは空間的な観点で興味深く、また統計的学習

の基礎理論と応用の両面への波及効果が大きいと思われるいくつかのモデルについて、学習機

械の汎化能力をオンライン学習の枠組みで統計力学的手法を用いて理論的に解析した。その結

果、多くの興味深い結果が明らかになった。 
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研究分野：総合領域 
科研費の分科・細目：情報学・感性情報学・ソフトコンピューティング 
キーワード：機械学習，統計的学習理論，オンライン学習，汎化誤差，統計力学，アンサンブ

ル学習 
 
１．研究開始当初の背景 
 

オンライン学習については 1990 年代以降
にたとえば、D. Saad、 M. Opper、 M. Biehl、 
P. Riegler、J. K. Anlauf、 J. Inoue、 Y. 
Kabashima、 H. Nishimori らによって統計
力学的手法を用いた解析が行われてきた。そ
の多くは、パーセプトロンの入力次元が十分
大きい場合に成り立つ“ 自己平均性”をも
とに系の巨視的変数のダイナミクスを記述
する連立微分方程式を導出するスタイルを

とっている。一方、アンサンブル学習は 1990 
年代後半以降にたとえば Y. Freund、 R. E. 
Schapire、 L. Breiman、A. Krogh、 P. Sollich 
らによって研究されてきた。研究代表者らは
以前からこれらの先行研究の結果をふまえ
てオンライン学習の枠組みで統計力学的手
法を用いることによりアンサンブル学習の
解析を行っていた。 
 
２．研究の目的 
 



時間的あるいは空間的な観点で興味深く、
また統計的学習の基礎理論と応用の両面へ
の波及効果が大きいと思われるいくつかの
モデルについて、学習機械の汎化能力をオン
ライン学習の枠組みで統計力学的手法を用
いて理論的に解析する。観測データの背後に
あるデータ生成過程のモデル化のことを一
般に学習と呼ぶ。学習は、教師付き学習と教
師無し学習に大別され、教師付き学習はバッ
チ学習とオンライン学習に大別される。バッ
チ学習では、与えられた一定数の入力と教師
の出力すなわち正解の組（例題）について、
生徒は繰り返し学習する。これに対して、オ
ンライン学習においては一つの例題が与え
られたら、生徒はそれに応じてすぐに自分自
身のパラメータ（結合荷重など）を変化させ、
その例題は忘れてしまって二度と使わない。
オンライン学習は、過去に出てきた例題につ
いても必ずしも確実には答えられないとい
う欠点があるものの、学習時間や記憶容量の
点でメリットが大きい。また、教師の構造が
時間とともに変化する場合などのように時
間とともに環境が変化しても追随できる。本
研究ではオンライン学習のこの特長に特に
着目する。未知の入力に対する教師と生徒の
誤差の期待値は汎化誤差と呼ばれる。統計的
学習理論の目的のひとつはこの汎化誤差を
理論的に計算することである。本研究では、
時間的あるいは空間的な観点で興味深いい
くつかのモデルについて生徒の汎化誤差を
解析することを目的としたが、例として 3 つ
のモデルを取り上げて以下に述べる。 
 
(1)教師が動く場合 教師と生徒の構造や出
力特性の違い、あるいは雑音の存在などのた
めに汎化誤差がゼロに漸近しない場合は学
習不能な場合と呼ばれるが、学習不能な場合
には生徒が教師と一定のへだたり（方向余
弦）を保ったまま動き続ける場合がある。こ
こでこの動き続ける学習機械を教師とする
ような新たな生徒を考える。つまり、真の教
師－動く教師－生徒、という 3 階層のモデル
を考える。このモデルにおいて生徒が真の教
師に対してどれくらいの汎化能力を持つこ
とができるかを理論的に明らかにする。この
モデルでは生徒から真の教師の出力は直接
には見えないことがポイントとなる。 
 
(2)時間方向アンサンブル学習 精度の低い
学習機械を多数組み合わせることにより精
度の高い分類を行おうとすることは一般に
アンサンブル学習と呼ばれるが、生徒が教師
のまわりを動き続けるモデルでは、一人の生
徒に着目し、異なる時刻のこの生徒自身のコ
ピーを組み合わせることにより性能を改善
できる可能性がある。すなわち、通常のアン
サンブル学習は空間方向の組み合わせを考

えるのであるが、発想を転換し、時間方向の
組み合わせを考える。この場合の汎化能力を
理論的に明らかにする。 
 
(3)教師が複数存在する場合 生徒が出力を
観測できる教師がひとつではなく、複数存在
する場合を考える。このとき複数の教師達は
真の教師を中心にその周囲に存在するもの
とする。生徒は複数の教師の出力を順番に、
あるいはランダムに観測して学習する。この
とき、教師の数や教師の多様性と生徒の汎化
能力の関係を理論的に明らかにする。以上で
は時間的、空間的な観点から特徴を持つモデ
ルの例を 3 つあげたが、これら以外のモデル、
あるいはこれらを組み合わせたモデルの解
析にも積極的に挑戦する。なお、学習機械と
しては理論的な取り扱いが比較的容易で、か
つ、なるべく一般的なモデルで理論を構築し
たいという意味から、線形パーセプトロンと
非線形パーセプトロン（ 単純パーセプトロ
ン）を考える。また、学習則としては線形パ
ーセプトロンの場合には勾配法を、非線形パ
ーセプトロンの場合にはヘブ学習、パーセプ
トロン学習、アダトロン学習を考える。 
 
３．研究の方法 
 
(1)モデルの設定 
 教師や生徒は線形なパーセプトロンであ
るとする。すなわち、結合荷重と入力の積和
をそのまま出力する。結合荷重の初期値や入
力はガウス分布にしたがい独立に生成され
るものとする。また、本来は確率的なダイナ
ミクスを決定論的な連立微分方程式で記述
するために、結合荷重や入力の次元が無限大
の熱力学的極限を考えるものとする。さらに、
以下で述べる自己平均性を仮定するために、
教師や生徒の結合荷重のノルムが入力のノ
ルムより十分大きい場合を考える。 
 
(2) 巨視的変数のダイナミクスを記述する決
定論的な連立微分方程式の導出  
モデルのダイナミクスを少数の巨視的変

数で記述する。具体的には、生徒の長さや生
徒と教師の類似度（方向余弦）が巨視的変数
となる。これらのダイナミクスを記述する連
立微分方程式を統計力学的手法に基づき導
出する。この研究で扱うモデルでは、教師や
生徒の結合荷重のノルムが入力のノルムよ
り十分大きいので、本来は確率変数である入
力の影響をその平均で置き換えることがで
きる。この考え方を統計物理では自己平均性
と呼ぶ。その結果、連立微分方程式は決定論
的な形で導出されることになる。 
 
(3) サンプル平均の計算  
導出された決定論的連立微分方程式には



いくつかのサンプル平均、すなわち確率変数
を入力に関して平均したものが含まれてい
る。これを解析的に計算する。非線形パーセ
プトロン（単純パーセプトロン）の場合には
このサンプル平均を計算するために複雑な
ガウス積分を実行しなければならず、それが
解析的に求まらない場合も多いのであるが、
線形なパーセプトロンの場合は通常はサン
プル平均を解析的に容易に求めることがで
きる。 

 
(4) 微分方程式を解析的に解く  

解析的に求められたサンプル平均を連立
微分方程式に代入し、これを解くことにより、
巨視的変数のダイナミクスが理論的に求め
られる。非線形パーセプトロン（単純パーセ
プトロン）の場合には仮にサンプル平均が解
析的に求まっても、それらを代入した連立微
分方程式は解析的に解けない場合も多いの
であるが、線形パーセプトロンの場合は連立
微分方程式が解析的に解ける場合が多い。 

 
(5) 汎化誤差の計算  
統計的学習理論の重要な目的のひとつは、

未知の入力に対する誤差の期待値、すなわち
汎化誤差を理論的に計算することである。解
析的に、あるいは数値的に求められた巨視的
変数を用いて汎化誤差を計算する。ここでも
非線形パーセプトロン（単純パーセプトロ
ン）の場合にはガウス積分を数値的に実行し
なければならない場合が多いが、線形パーセ
プトロンの場合は解析的に計算できる場合
が多い。 

 
(6) 計算機実験の実行  

以上の理論解析と並行して計算機実験を
行う。その場合、結合荷重や入力の次元を無
限大とすることはできないので、103 ∼ 104 
次元で実行することになる。また、汎化誤差
の計算のためには 106 ∼ 108 個程度のラン
ダム入力を生成し、それらに対する誤差の平
均をとることになる。このあたりは、10 年
前であればスーパーコンピュータが必要で
あった計算量であるが、現在は標準的な PC
で容易に実行することができる。このような
観点からも本研究課題はタイムリーである
と言える。 

 
(7) 検証と考察  
理論解析の結果と計算機実験の結果を比

較検討することにより理論の正当性を検証
する。また、計画通り巨視的変数や汎化誤差
が解析的に得られたならば、汎化誤差が発散
しない条件や時間が十分経過した後の定常
状態、残留汎化誤差についても理論的な洞察
が行える可能性が高いので、検討・考察を行
う。 

４．研究成果 
 
(1)オンライン学習の枠組みで、生徒を時間
方向に組み合わせる学習（時間方向アンサン
ブル学習）の汎化能力について統計力学的手
法を用いた理論的解析を行った。まず、学習
機械が線形パーセプトロンであり、それらの
出力に分散が既知のガウス雑音が重畳され
る場合について解析した。巨視的変数のダイ
ナミクスを記述する連立微分方程式を熱力
学的極限における自己平均性に基づき決定
論的な形で導出した。それらは解析的に解く
ことが可能であり、汎化誤差を理論的に計算
することができた。その結果、生徒を時間方
向に組み合わせることにより汎化能力を改
善することができることが明らかになった。
特に、通常のアンサンブル学習と比較した場
合、時間方向アンサンブル学習は２倍の効果
があることが明らかになった。次に、学習機
械が非線形パーセプトロン（単純パーセプト
ロン）である場合についても同様な手法で解
析した。線形パーセプトロンと異なり、非線
形パーセプトロンでは、巨視的変数のダイナ
ミクスを記述する連立微分方程式に現れる
サンプル平均を計算するために複雑なガウ
ス積分を実行しなければならないが、教師が
非単調な出力特性を持ち、生徒が学習則とし
てパーセプトロン学習を使う場合について
巨視的変数のダイナミクスを数値的に求め
た。その結果、線形な場合とは異なり、生徒
の汎化能力が非単調なダイナミクスを有す
ること、異なる時刻の生徒を組み合わせるこ
とにより汎化能力を大幅に改善できること
など興味深い事実が明らかになった。 
 
(2)オンライン学習の応用を考えると、同時
に使う例題に相関がある場合の解析を行っ
ておくことは非常に有意義である。そこで、
オンライン学習の枠組みで、入力が相関を持
つような場合の学習について統計力学的手
法を用いた理論解析を行った。学習機械が線
形パーセプトロンであり、それらの出力に分
散が既知のガウス雑音が重畳される場合に
ついて解析した。巨視的変数のダイナミクス
を記述する連立微分方程式を熱力学的極限
における自己平均性に基づき決定論的な形
で導出した。それらは解析的に解くことが可
能であり、汎化誤差のダイナミクスを理論的
に求めることができた。学習アルゴリズムと
して勾配法を使った場合には同時に使う入
力間の相関が大きいほど、また、同時に使う
入力の数が多いほど、学習係数が満たすべき
条件が厳しくなることが明らかになった。そ
こで、新たな学習則としてブロック直交射影
学習を提案し、その理論を導出した。その結
果、ノイズがない場合には同時に使う入力間
の相関の影響をうけず、学習速度は同時に使



う入力の数に比例することが明らかになっ
た。一方、ノイズがある場合には同時に使う
入力間の相関が大きいほど学習が遅くなり、
残留汎化誤差も大きくなることが明らかに
なった。 
 
(3)単純パーセプトロンの学習則としてはヘ
ブ学習、パーセプトロン学習、アダトロン学
習がよく知られているが、我々は新たに同時
摂動形学習を用いる場合について、オンライ
ン学習の枠組みで統計力学的手法を用いた
理論解析を行った。巨視的変数のダイナミク
スを記述する連立微分方程式を熱力学的極
限における自己平均性に基づき決定論的な
形で導出し、それらを数値的に解くことによ
り汎化誤差のダイナミクスを理論的に求め
ることができた。その結果、この場合の汎化
誤差は例題数の-1/3 乗で減少するダイナミ
クスを有し、これはパーセプトロン学習と同
じであることが明らかになった。 
  
(4)線形パーセプトロンである生徒モデルが
複数の教師モデルをゆっくり切り替えなが
ら学習する場合についても同様の手法を用
いて解析を行った。この場合は汎化誤差のダ
イナミクスが解析的に得られた。教師の数の
違いによるダイナミクスの違いは切り替え
時間が短いほど大きいことが明らかになっ
た。 
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