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研究成果の概要（和文）：ある条件下の概均質ベクトル空間の分類を行いその応用として既約弱

球等質空間の分類を完成させた。またⅠ型２単純概均質ベクトル空間の相対不変式で存在はわ

かるが具体的な形が不明なのが多かったが、それらをすべて明らかにした。次に大島利雄氏の

研究による超幾何関数が生み出される概均質ベクトル空間をスカラー倍が制限される場合も含

めて分類を完成させた。さらに佐藤幹夫氏による簡約可能概均質ベクトル空間の研究を、その

方法でかなり進展させた。 
 
研究成果の概要（英文）：We classified some prehomogeneous vector spaces (abbrev. PV) and 
as its application, we completed the classification of irreducible weakly spherical 
homogeneous spaces. The form of some of relative invariants of 2-simple PVs of type I were 
not known and we gave them explicitly. Then we classified some finite PVs including 
various scalar multiplications from which hypergeometric functions arise. We also develop 
the results of classification of reductive PVs by M. Sato. 
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１．研究開始当初の背景 
１９６０年代にプリンストン高等学術研究
所に滞在中の佐藤幹夫氏によって概均質ベ
クトル空間の基本定理が証明され、その応用
として超関数としての概均質ベクトル空間
のゼータ関数が関数等式を満たすことが示

された。 
それと同時に佐藤幹夫氏は同じくプリンス
トン高等学術研究所に滞在中の岩堀長慶氏
にリー環や表現論について必要なことを教
わりながら既約概均質ベクトル空間の分類
の研究を始めた。 
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その後佐藤幹夫氏はあるとき井草準一ジョ
ンス・ホプキンス大学教授に｢既約概均質ベ
クトル空間は余りにも多くてどうやって分
類して良いかわからない｣と語ったという。
余りに多くてどう制御して良いかわからな
いということは現在でも一般の簡約可能概
均質ベクトル空間の分類をやろうとすると
すぐに感じられることである。  
しかしその後佐藤幹夫氏はグラスマン構成
を発見し、与えられた概均質ベクトル空間か
ら無限に新しい概均質ベクトル空間を得る
ことに成功した。それは現在裏返し変換とよ
ばれている。ちなみにこの英訳の castling 
transformation はチェスに詳しかった新谷
卓郎氏による。 
この発見により既約の場合の概均質ベクト
ル空間の分類が可能になった。 
裏返し変換を施すと必ず次元があがる概均
質ベクトル空間を被約(reduced)とよぶ。任意
の既約概均質ベクトル空間に対して次元を
下げる裏返し変換はもし存在すれば唯一つ
であることが証明される。もともと空間は有
限次元なので、裏返し変換を有限回繰り返し
て次元を下げていけば必ず被約な概均質ベ
クトル空間に達する。 
そこで既約概均質ベクトル空間の分類とは
被約な概均質ベクトル空間のリストを作る
ということと、任意の既約概均質ベクトル空
間は有限回の裏返し変換で被約概均質ベク
トル空間に移るという二本立てである。 
１９６９年に佐藤幹夫氏は東京大学で｢既約
概均質ベクトル空間の分類｣という題で１週
間の集中講義を行った。このときはまだ分類
は完成していなかったが、すでに有限個の被
約な三つ組を決定していた。その中で概均質
ベクトル空間かそうでないかが未決定のも
のが１１個あり、その表が講義中に配られた。
それを見た木村達雄はそれを解決しようと
決意する。そして修士１年が終わった春休み
に京都大学数理解析研究所に佐藤幹夫教授
を訪ね、３０分個人的に説明を受けてその滞
在中にスピン表現が関係する三つ組の概均
質性の判定を完成した。そこで３ヶ月後にま
た来るようにと言われた木村は、３ヶ月後の
滞在中に例外型単純代数群が関係する三つ
組の概均質性の判定が完成して、既約概均質
ベクトル空間の分類が完成した。これは１９
７２年である。  
単純代数群の既約概均質ベクトル空間の分
類を完成したのは新谷卓郎氏であったので
佐藤幹夫教授は、佐藤―新谷―木村で既約概
均質ベクトル空間の分類の論文を書くよう
に言われたが、新谷氏は自分の結果は佐藤―
新谷のAnnals の論文に既に発表しているか
らと固辞したので、結局佐藤―木村で既約概
均質ベクトル空間の分類の論文が書かれた
が、１５５頁に及ぶもので５年後の１９７７

年に Nagoya math. J. から出された。 
その後木村達雄により既約でない場合の、し
かし各既約成分にスカラー倍が独立に作用
するという条件で単純代数群の概均質ベク
トル空間の分類を完成した。 
既約概均質ベクトル空間の分類が完成した
あと木村は色々な空間の軌道分解をしてい
く過程で、既約概均質ベクトル空間で有限個
の軌道をもつものを分類した。その内容は佐
藤―木村の論文に書かれている。 
その後 V. Kac はクイバーの理論から有限個
の軌道を持つクイバーをすべて決定した。 
それに刺激を受けて木村は当時の大学院生
だった笠井伸一と保倉理美とともに、各既約
成分にスカラー倍が独立に作用するという
条件のもとに一般の既約とは限らない有限
個の軌道を持つ簡約可能概均質ベクトル空
間の分類を完成した。この結果はAmerican J. 
Math.から出版された。 
次に取り組んだのは２単純概均質ベクトル
空間の分類である。  
一般に任意の代数群 H とその任意の表現ρ
があるとき、ρの次数より大きな任意の自然
数 n に対して, H×GL(n)のテンソル表現ρ⊗
Λ₁を考えるとこれは常に概均質ベクトル空
間になる。既約の場合はこれは余り面白くな
い概均質ベクトル空間で佐藤幹夫氏はこれ
を自明な概均質ベクトル空間と名付けた。 
しかし既約でない概均質ベクトル空間の分
類においては、この自明な概均質ベクトル空
間が関係してくると全く異なるレベルの難
しさになる。 
２単純代数群の分類において自明な概均質
ベクトル空間が関係しないものをⅠ型とい
うが、この場合の分類は比較的やさしく完成
することが出来た。 
しかし自明な概均質ベクトル空間が関係す
るⅡ型の場合は本質的な難しさがあり、完成
するまでに４年もかかってしまった。 
その突破口となったのは当時の大学院生で
あった犬塚昌明氏による一般的な生成的等
方部分群の計算であり、それによってやっと
完成することが出来た。 
内容もⅠ型とⅡ型では全く異なっている印
象を受ける。  
その後、木村―吉垣―上田により３単純の非
自明型の概均質ベクトル空間の分類は完成
した。 
しかしこの場合でも色々新しいアイデアが
必要で、新しい概均質同値性を導入して初め
て完成することが出来た。 
裏返し変換や佐藤―森変換だけでは不十分
で、最初は等方部分群を直接計算するという
力技で挑戦したが、その結果の行列を書いた
紙が研究室全体に敷き詰められるほどの量
になり、それを見て解決するのは不可能だと
悟り、全く別の方法を考えついたのである。



 

 

しかし自明な概均質ベクトル空間が関係す
る３単純概均質ベクトル空間の分類はまだ
手がつけられない状態である。 
木村の大学院生だった林幸昌氏はその概均
質性を判定するコンピューターのソフトを
修士論文で開発したが、２とか３くらいの小
さな数ならともかく大きな数字を入れると
計算に時間がかかりすぎて実用に適すると
はいえない。 
既約成分が２個の場合の概均質ベクトル空
間の分類は笠井伸一氏により始められたが、
やはり自明な概均質ベクトル空間が深く関
係する部分は極めて難しくてそこは未完成
のまま残されている。 
それ以外の２既約成分の場合の分類は完成
された。その応用として既約成分がすべて正
則概均質ベクトル空間の場合と、非自明な概
均質ベクトル空間である場合の分類を笠井
氏は完成している。 
またクイバーで概均質ベクトル空間になる
かどうかの必要十分条件を V. Kac はカッ
ツ・ムーディリー環のルート系を用いて記述
し、それに基づいてクイバーの次元ベクトル
を入れれば直ちに概均質性を判定出来るコ
ンピューター・ソフトも得られている。 
また H. Rubenthaler は有限次元半単純リー
環の gradingから得られるVinbergの概均質
ベクトル空間をルート系を使って詳しく研
究し、放物型概均質ベクトル空間と名付けて
いる。以上が研究開始当初の背景である。 
 
２．研究の目的 
最終目的は各既約成分に独立なスカラー倍
が働く場合のすべての簡約可能概均質ベク
トル空間の分類であるが、あまりにも難しい
ので、応用面を考えて少しでも分類を進める. 
佐藤文広氏によって得られた弱球等質空間
は概均質ベクトル空間や対称空間の両方を
含む概念で、いわば概均質ベクトル空間の一
般化であるが、実際に概均質ベクトル空間自
身の研究にも弱球等質空間の概念が色々応
用出来ることが知られているので、その分類
は重要である。しかし単純代数群の弱球等質
空間の分類しか出来ていないので、既約弱球
等質空間の分類をすることを最初の目標に
する。これは結局ある種の概均質ベクトル空
間の分類に帰着するのである。 
これを遂行する段階で（H×GL(n), ρ⊗Λ₁, 
V(m) ⊗V(n)）が m>n>0 のとき概均質ベクト
ル空間ならば, n=1 でも概均質ベクトル空間
か？という問題がある程度解決された。これ
は既約概均質ベクトル空間の場合は正しい
が既約でないと反例があるということであ
る。 
また概均質ベクトル空間の応用で大事にな
るのは相対不変式であるが、時としてその具
体的な記述が重要になる場合がある。単純概

均質ベクトル空間の相対不変式については
その具体的な構成法は完全に知られていた
が２単純概均質ベクトル空間の相対不変式
の具体的な構成法は一部を除いてわかって
いなかったので、それを解決することは重要
な目標のひとつであった。 
また概均質ベクトル空間から超幾何関数を
構成する研究をしている大島利雄東京大学
教授から、有限個の軌道を持つ（H×GL(n), 
ρ⊗Λ₁, V(m) ⊗V(n)）ただし n は２と m-2 の
間にある自然数、という形の概均質ベクトル
空間が超幾何関数の研究に対して重要なの
でその分類を知りたいとの要請があった。各
既約成分にスカラー倍が独立に作用してい
る場合の分類は木村―笠井―保倉により分
類されているが、スカラー倍を制限しても有
限個の軌道を持つかどうかはなかなか複雑
な問題である。その種の問題が解決している
のはＡ型のクイバーだけであるが、応用上重
要なのでその分類も目標とする。 
概均質ベクトル空間の理論が出来た頃に佐
藤幹夫氏は未発表ではあるが、ある種の簡約
可能概均質ベクトル空間の分類を手がけて
いる。それは(H×G, Λ₁⊗ρ, V(n)⊗V(d))の形
で H は SL(n)の半単純部分代数群, G は簡約
可能代数群で V(d)の各既約成分は G のある
単純成分の既約表現のテンソル積になるこ
とは一般的に知られた事実であるが、単純成
分の最大の既約表現の次数をδとおく。 
またこのδが現れる G の既約成分に現れる
半単純部分の個数を k とおく。佐藤幹夫氏は
n がδと d-δの間にある場合の分類を試みて
いる。これは一見特殊な形に見えるが実はす
べての簡約可能概均質ベクトル空間は、この
形の空間と概均質同値であることが証明さ
れるので、これは一般の簡約可能概均質ベク
トル空間の分類は不可能と V.Kav や D.Luna
が主張している現段階である程度の結果が
期待される分類の方法であると言える。佐藤
幹夫氏は n がこの範囲にあるとき k は 0,1,2
のいずれかであることを証明し, 更に k=2 の
場合を完全に分類した。k=0 の場合は分類は
すぐ出来るので k=1 の場合が問題である。
k=1の場合はδが現れるＧの既約成分は単純
代数群の既約表現だということであるから、
まず例外型単純代数群の場合の分類を完成
させるのが目標である。古典型の場合はかな
り難しいことが予想されるので極端な場合、
すなわち n=δと n=d-δの場合を考える。し
かしこの場合ですら、単純代数群が SL(δ)
の場合は, すべての簡約可能概均質ベクトル
空間を含むので、この場合をはずさないと現
段階では不可能である。これらを除外した上
で佐藤幹夫氏による研究の未解決部分を完
成させることを目標にする。 
 
３．研究の方法 



 

 

基本的には佐藤・木村による既約概均質ベク
トル空間の分類で使われた方法によるが、
V.KacのquiverのPV性の証明やRubenthaler
のやり方も取り入れる.  
とりあえず裏返し変換、佐藤―森変換、直和、
自明な概均質ベクトル空間による接着、など
の概均質同値性が知られており、たとえば既
約概均質ベクトル空間の分類が完成したの
は佐藤幹夫氏による裏返し変換という概均
質同値性の発見が本質的であった。一般の場
合の分類を遂行するのは現在知られている
概均質同値性だけでは不十分と思われるの
で、新しい概均質同値性の発見をすることは
極めて重要である。また森重文氏がある空間
の概均質性がグラスマン多様体が関係した
ある種の多様体の概均質性の同値を証明し
ているが、それをわけのわからない多様体で
はなくベクトル空間の概均質同値性で表現
することを考えるのが当面の具体的な目標
である。 
 
４．研究成果 
研究の目的や研究の方法に書いたことは大
目標の完全な分類をするということは除い
てすべて成果をあげることが出来た。 
今回の分類の応用として、既約弱球等質空間
の分類の完成、超幾何関数が関係する概均質
ベクトル空間のスカラー倍まで含めた分離
御の完成、Ⅰ型２単純概均質ベクトル空間の
相対不変式の構造を明らかにしたこと, 佐
藤幹夫氏による分類の結果をさらに進展さ
せたことなど。 
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