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研究成果の概要：K. Vӓӓnӓnen 教授（オウル大学）との共同研究により、Mahler 型線形関数方

程式の鎖を満たす解析関数の特殊値について種々の結果を得た。、特に、無限積で表される関数

の場合に、それらの関数全体が乗法群を作ることを利用して、特殊値の代数的独立性を証明す

ることに成功した。また、Y. Bugeaud 教授（ストラスブール大学）との共同研究により、整数

係数多項式の解の分離性について調べ、その応用として、ほとんどすべての数が満たす超越測

度の上界を改良した。 

 
 

交付額 

                               （金額単位：円） 

 直接経費 間接経費 合 計 

2006 年度 1,200,000 0 1,200,000 

2007 年度 1,100,000 330,000 1,430,000 

2008 年度 1,100,000 330,000 1,430,000 

年度  

  年度  

総 計 3,400,000 660,000 4,060,000 

 

 

研究分野：数物系科学 

科研費の分科・細目：数学・代数学 

キーワード：q－関数、G－関数、パデ近似、１次独立性、超越測度 

 
１．研究開始当初の背景 
研究代表者は、平成１１年度以降科学研究費
の補助を受けて、線形 q-差分方程式系を満
たす解析関数（以下、q-関数、と略記）の特
殊値について一連の研究を行ってきた。これ
らの研究は、線形微分方程式系を満たす解析
関数の特殊値に関する Siegel-Shidlovskii 
の E-関数理論に対応する理論を、q-関数に
対して展開することを動機としているが、そ
の進展とともに G-関数との強い類似性が見
出され、さらに Mahler 関数理論とも係わり
があることが認識された。こうして、E-関数

理論をモデルにした q-関数の研究が、種々
の線形関数方程式系を満たす解析関数を研
究する統一的方法を示唆するに至った。こう
した研究成果を踏まえて、当該研究では、
種々の線形関数方程式系を満たす解析関数
の数論的性質を、パデ近似（第１種および第
２種）の方法を発展させることで究明するこ
とを目指すことになった。 
 
 
２．研究の目的 
（１）パデ近似と Shidlovskii 型補題 



E-関数理論において、Shidlovskii の補題と
呼ばれている結果は、対象とする関数の第１
種パデ近似に関係している。これに対して、
D.V. & G.V. Chudnovsky 両氏は G-関数理論
の研究において、Shidlovskii の補題の双対
と見なせる結果を第２種パデ近似について
証明し、この分野に重要な貢献をした。これ
らの研究を踏まえて、研究代表者は K. 
Vӓӓnӓnen 氏（海外共同研究者）との共同研
究を経て、T. Matala-aho 氏（海外共同研究
者）を加えた共同研究により、Shidlovskii 
の補題およびその双対の q-関数における類
似を完全な形で確立した（）。また、この結
果は、q-差分の作用を、対象とする関数体の
自己同型と捉える一般的視点に立って証明
されているため、その適用範囲は当初の q-
差分方程式系の枠を越え、線形 Mahler 型関
数方程式系に対しても(双対に対して)成り
立つことが分かった。一方、A.I. Galochkin 
氏は、以上の成果が得られる以前に、
Shidlovskii の補題の双対に関する新しい
方法を提示した。その特徴は、対象とする関
数には１次独立性のみを仮定する代わりに、
得られる結果が定性的で弱い形になること
である。当該研究では、線形関数方程式系あ
るいはその鎖を満たす解析関数を主な対象
として、Galochkin 氏の方法を定量性を保っ
た形で展開を探り、Shidlovskii 型補題の双
対と呼ぶべき結果の定式化を目指す。これは、
広いクラスの関数に対して、その特殊値のデ
ィオファンタス近似論への道を拓くもので
ある。 
（２）q-関数の特殊値への応用 
T. Matala-aho 氏（海外共同研究者）は、多
項式係数の高階線形 q-差分方程式の解とな
る q-関数の特殊値についての研究を創始し
た。同氏の方法は、q-差分方程式の反復適用
のみに基づくもので、大変広いクラスの関数
を扱える一方、得られた結果は、特殊値の内
の少なくとも２つが１次独立になることを
主張する弱いものであった。この研究は、そ
の後、研究代表者と Matala-aho 氏との共同
研究によって、Thue-Siegel の補題を使った
パデ近似の構成と q-差分方程式の反復適用
を組み合わせた方法に発展し、まず、差分方
程式の階数が２の場合に定量的な改良がな
され、続いて、階数が３以上の特殊なクラス
の関数の場合に定性的な改良がなされた。当
該研究では、（１）で述べた研究成果（およ
びその発展）を道具にこれらの課題に取り組
み、q-関数の１次独立性についての一般的な
結果の確立を目指す。 
（３）Mahler 関数の特殊値への応用 
D. Duverney と西岡久美子の両氏は、
Duverney 氏によって創始された帰納的方法
と Mahler 関数理論を結び付け、ある種の関
数の特殊値の超越性を示した。この結果は、

対象とする関数および証明方法の両面にお
いて大変興味深い成果であるが、最終的に 
Loxton & van der Poorten の定理（定性的）
に帰着させるため、超越測度についての情報
を含まない。当該研究では、Loxton & van der 
Porten の定理に代わる枠組みを、（１）で述
べた Galochkin 氏の方法の適切な定量化に
求め、上記の結果の定量的な精密化に取り組
む。 
（４）G-関数理論への応用 
G-関数と G-作用素の同値性は、G-関数理論に
おける基本定理である。研究代表者は、この
定理の証明のアイデアに強く影響された一
方で、証明の過程に不透明さがあるようにも
感じた。その理由を探っている内に、微分の
作用に重点が置かれすぎ、関数そのものが持
つ情報を十分に生かしきれていないのでは
ないか、と考えるに至った。当該研究では、
この観点を追求し、G-関数理論の簡易化に取
り組むとともに、定理の定量的な意味での改
良を目指す。 
 
 
３．研究の方法 
（１）パデ近似と Shidlovskii 型補題 
これまでに得られている Shidlovskii の補
題およびその双対では、単独の線形関数方程
式系を満たす解析関数が対象になっている
が、これを線形関数方程式系の鎖を満たす解
析関数に拡張することができると、興味深い
応用への道が拓ける。そこで、線形関数方程
式系の鎖を満たす解析関数を主な対象にし
て、Shidlovskii の型補題およびその双対を
確立することを目指す。その第一のモデルと
なる Galochkin 氏の論文（Vestnik Moskov 
Univ. Mat. Meck., 1997）では、有理関数体
上 1次独立なベキ級数が与えられたとき、そ
れらの第２種パデ近似の 1次独立な組を構成
できることが示されている。この結果は、関
数に１次独立性のみを仮定することより定
性的である。そこで、この仮定を定量的な 1
次独立性に置き換えることで、第２種パデ近
似の構成を定量的に精密化する可能性につ
いて検討する。さらに、有限な 1次独立度を
持つ関数のできるだけ広いクラスを具体的
に求めるために、Duverney と西岡両氏の論文
（Acta Arith. 110, 2003）をモデルにした
研究を行う。 
（２）q-関数の特殊値への応用 
T. Matala-aho 氏と行ってきた研究を継続し、
多項式係数の高階 q-差分方程式を満たす解
析関数の特殊値の 1次独立性を考察する。そ
のために、補助関数の厚生を含めて従来の方
法を根本的に見直し、対象とする関数の第１
種パデ近似について詳しく調べる。 
（３）Mahler 型関数の特殊値への応用 
上記計画で述べた研究の進展を受けて、線形 



Mahler 型関数方程式の鎖を満たす解析関数 
の特殊値の超越性に関する Duverney & 西岡
の定理を、定量的に改良することを目指す。
通常、単独の Mahler 型関数方程式を満たす
解析関数の特殊値の超越性を示す場合、証明
の過程において、関数方程式を反復適用する
回数に融通が効くことが大切な役割を演じ
る。しかし、関数方程式の鎖を満たす関数の
場合、関数方程式（の鎖）を反復適用する回
数は自動的に決定されてしまい、このことが、
そのまま証明における制限につながる。この
制限からくる困難を抱えて定量的な結果を
示すために、Shidlovskii 型補題の双対で得
られる行列式に対して、その特殊値が零にな
らない条件を探る。 
（４）G-関数理論への応用 
G-関数と G-作用素の同値性を主張する G-関
数理論の基本定理の証明を見直し、その簡易
化を行うとともに、定理の定量的な改良を目
指す。具体的な方針として、与えられたベキ
級数の係数と、その高階導関数の係数の間に
成り立つ単純な関係を最大限に活用するア
イデアを追及する。 
 
 
４．研究成果 
（１）K. Vӓӓnӓnen 氏（オウル大学）と関数
方程式の鎖を満たす Mahler 型関数の特殊
値についての研究を行い、次に述べる成果を
得た。 
① Duverney、西岡両氏による無限級数で表
される関数についての結果（Acta Arith. 110, 
2003）を定量化するための新しい方法を開発
した。これは、平成 17 年度科学研究費補助
金（No. 5540006）による補助を受けて開始
した研究の継続であり、Galochkin 氏の判定
法（Moscow Univ. Math. Bull. 52, 1997）
を用いる当初の方法の弱点（整数分の一での
値しか扱えない）を克服し、一般の代数的数
での特殊値を扱うことを可能にするもので
ある。 
② Duverney、西岡両氏による無限和で表さ
れる関数についての結果、および立谷氏によ
る無限積で表される関数についての結果（J. 
Number Theory 125）は、その証明において、
関数についての議論と関数値についての議
論が分離されていない。すなわち、関数値の
性質を仮定して関数の性質を導く、といった
議論がなされている。当該研究では、これら
の議論を詳しく解析し、その結果、関数につ
いての種々の性質は、関数値についての仮定
なしに純代数的に導けることを見出した。こ
れにより「当該関数の超越性は、その非有理
性から従う」という基本定理が、数論的な条
件とは無関係に成り立つことが判明した。ま
た、当該関数の非有理性を判定する有用な十
分条件、および当該関数が有限な非有理度を

もつための有用な十分条件を得た。 
その応用として、無限積で表された関数につ
いて、有限な非有理度を持つ具体例が初めて
構成された。 
③ 無限積で表される関数全体が乗法群を作
るという著しい性質に注目することにより、
関数およびその特殊値の代数的独立性につ
いて、いくつかの新しい結果を得た。まず、
関数については「複数の無限積関数が有理関
数体上代数的独立になる必要十分条件は、そ
れらが有理関数体を法にして乗法独立とな
ることである」という結果と、その定量的な
精密化を証明した。さらに、後者における方
法に数論に関わるデリケートな議論を加味
することで「複数の無限積関数について、そ
れらのモノミアル（負のベキも許す）がすべ
て有限な非有理度をもつなら、それらの整数
分の一での特殊値は代数的独立である」とい
う結果を証明することに成功した。これは、
当該関数の特殊値の代数的独立性について
得られた最初の結果として重要である。その
証明は、上述した超越測度についての結果を
出発点にして、Duverney 氏が導入した帰納
的方法の最初の形（Math. Proc. Cambridge 
Phil. Soc. 130, 2001）を応用する、という
ものである。 
（２）Y. Bugeaud 氏（ストラスブール大学）
との共同研究により、整数係数多項式の解の
分離性について、以前に得られていた結果を
改良した（Mathematika, 54, 2007）。そのた
めに、判別式を使う従来の方法を対称化する、
という新しい方法を開発した。さらに、同様
な方法を使って、与えられた数と多項式の解
との距離について、有用な評価を得た。その
応用により、ほとんどすべての数が満たす超
越測度について、大変良い上界を得た。  
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