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研究成果の概要（和文）： 
整数論においてとても重要な理論である類体論の一般化のひとつがラングランズ予想である。 
その一部が局所ラングランズ予想と呼ばれるもので、基本的な GL(n) の場合が Harris と 
Taylor と Henniart によって証明されている。 
本研究ではこの予想を SL(n) の内部形式の場合に、より精密化された形で証明した。 
また予想を新たな方向に発展させて、これまで良く分かっていなかった不変量の間の関係につ

いて、いくつかの場合に結果を得た。 
 
研究成果の概要（英文）： 
The Langlands conjecture is a generalization of the class field theory, which is a very 
important theory in number theory. 
Part of it is the local Langlands conjecture, whose GL(n) case had been proved by 
Harris, Taylor and Henniart. 
In this study, we proved the local Langlands conjecture for the inner forms of SL(n) in a 
precise formulation. 
Moreover we developped the conjecture to a new direction and obtained results on  
relations of invariants, that was not cleared. 
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１．研究開始当初の背景 
GL(n) の局所ラングランズ予想が  Harris 
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後、次の目標として他の古典群の局所ラング
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ランズ予想があった。 
GL(n) 以外の古典群においては、局所ラング
ランズ予想は１対１の対応にならない為、
L-packet や A-packet を考察し、エンドス
コピーを扱う必要のあることが知られてい
た。 
このような事情に応じて、一般の簡約代数群
に対する局所ラングランズ予想が Arthur 
や Vogan により精密化されていっていた。 
本研究の開始当初、この分野における重要な
結果はいくつか得られていたが、Arthur や 
Vogan により精密化された形の局所ラング
ランズ予想の証明はいくつかの古典群の場
合にしか得られていなかった。 
一方で、研究代表者は斎藤裕氏とのそれまで
の共同研究の中で、SL(n) とその内部形式の 
tempered な表現について、精密化された形
の局所ラングランズ予想の証明を得ていた
が、non-tempered な表現の場合については 
tempered な表現の場合と異なる技術が必要
となって証明ができていなかった。 
よって、本研究開始当初には、non-tempered 
な表現の場合について研究を行っていく必
要があり、また、他の古典群について研究を
行い A-packet やエンドスコピーと関わる
調和解析について理解を深める必要があっ
た。 
 
２．研究の目的 
本研究課題の申請時における当初の研究目
的は基本的に本研究以前の斎藤裕氏との共
同研究を発展させていくことであり、具体的
には以下のものであった。 
(1)  Arthur と Vogan により精密化され
た形の局所ラングランズ予想を U(n), SU(n) 
といった古典群に対して研究し、特に S-群
とパケットの構造について研究を行ってい
く。また、併せて、このような場合のエンド
スコピーと関わる調和解析について研究す
る。 
(2) 以前の研究において証明できていなか
った、SL(n) の内部形式の  non-tempered 
な表現に対する Arthur と Vogan により
精密化された形の局所ラングランズ予想を
研究する。 
 
３．研究の方法 
(1) Arthur と Vogan により精密化された形
の局所ラングランズ予想の研究は U(n) と 
SU(n) の間の tempered な表現に対する 
L-packet の構造と S-群の違いを斎藤裕氏
との共同研究を継続しながら研究した。 
既に証明を得ていた SL(n) の内部形式の場
合には GL(n) の内部形式の L-packet が単
純な構造をしていることを使って議論が行
われていたので、SL(n) の内部形式の場合に
使った群の制限に関する理論を一般化して

いき、SU(n) 場合にも適用できるように一般
の簡約代数群の場合に拡張していった。 
(2) SL(n) の内部形式の non-tempered な表
現に対する精密化された局所ラングランズ
予想の研究に関しては、Badulescu による 
GL(n) の内部形式の研究で使われた議論を
拡張し、ゼレビンスキー対合の理論を使って 
non-tempered な表現に対する精密化された
局所ラングランズ予想を既に証明してあっ
た tempered な表現に対する精密化された
局所ラングランズ予想に帰着した。 
(3) 本研究の最中に、局所ラングランズ予想
に関係した調和解析の研究に新たな展開の
方向が見つかった。それは、ガロア群の表現
の不変量と簡約代数群の離散系列表現の不
変量との間の関係である。 
これは非常に重要な研究テーマでエンドス
コピーに関係した調和解析でもあるため、こ
の方向にも研究を進め、市野篤史氏（大阪市
大）・池田保氏（京都大）と共同で GL(n) の
捩じれたエンドスコピーの理論を使って 
U(n) の離散系列表現を研究していった。 
(4) ガロア群の表現の不変量と簡約代数群
の離散系列表現の不変量との間の関係の一
般化という観点から Kottwitz--Shelstad 
の予想に対しても SL(n) の場合に行った研
究を精密化しながら市野篤史氏（大阪市大）
と共同で研究を行っていった。 
 
４．研究成果 
(1) SL(n) の内部形式の場合の精密化された
局所ラングランズ予想に関する結果を 
SU(n) に 拡 張 す る た め に は 、 U(n) の 
A-packet で 2 つ以上の表現を含むものを
考察する必要がある。このような A-packet 
の SU(n) への制限は既約表現の制限を個別
に考察するだけではなく、S-群によるパラメ
ータ付け込みで表現の制限を考察していく
必要がある。 
本研究においては、斎藤裕氏（京都大）と共
同研究を継続して表現の制限の一般論を考
察し、S-群によるパラメータ付けをもつ表現
の制限を一般の簡約代数群に対して拡張し
た。 
現在、U(n) に対する局所ラングランズ予想
は quasi-split するものを中心に海外にお
いて研究が進展しているところではあるが、
SU(n) に対する研究はあまりなされていな
い。本研究による U(n) と SU(n) の局所ラ
ングランズ予想の関係についての理解は、今
後、SU(n) の局所ラングランズ予想が研究さ
れていく上で、最初のステップとなると考え
られる。 
 
(2) 研究代表者は SL(n) の内部形式の 
tempered な表現の L-packet に対しては、
斎藤裕氏（京都大）との共同研究により精密



 

 

化された局所ラングランズ予想を証明して
いた。本研究ではそのときに証明できなかっ
た SL(n) の内部形式の non-tempered な表
現の A-packet に対しても精密化された局
所ラングランズ予想を証明した。 
これにより、SL(n) の内部形式に対しては 
non-tempered な表現も含めて、Arthur と 
Vogan により精密化された局所ラングラン
ズ予想が証明されたことになる。 
SL(n) は quasi-split していない多くの内
部形式を持ちながらしかも自明でない S-群
ももっている。 
これまでの国内外の局所ラングランズ予想
の研究は quasi-split している群に対する
ものが中心であった。 
本研究のような quasi-split していない内
部形式の系列に対して精密化された形の局
所ラングランズ予想が証明されるのは初め
てであり、quasi-split していない簡約代数
群に対する局所ラングランズ予想の定式化
に示唆を与えると考えられる。 
また、精密化された局所ラングランズ予想に
おいては、エンドスコピーの表現との間の指
標の関係式を示す必要があるのだが、
non-tempered な表現に対しては誘導表現の
組成列が分からない為に指標の関係式が証
明できないでいた。本研究においては、
Badulescu による GL(n) の内部形式に関す
る研究で使われた議論を拡張し、ゼレビンス
キー対合を使うことにより誘導表現の組成
列が完全には分からなくても non-tempered 
な表現の場合の指標の関係式を証明するこ
とができた。このような方法は、今後の一般
の簡約代数群の non-tempered な A-packet 
に対する局所ラングランズ予想の研究に示
唆を与えると思われる。 
 
(3) 局所ラングランズ予想は、簡約代数群の
表現とガロア群の表現の間の対応を予想し
ている。このことから、簡約代数群の表現の
不変量とガロア群の表現の不変量との間に
関係があることが予測されるのであるが、こ
れまでは、不変量の間の関係について余り深
いことは知られていなかった。 
研究代表者は市野篤史氏（大阪市大）・池田
保氏（京都大）との共同研究の中で、簡約代
数群の離散系列表現の不変量である formal 
degree とガロア群の表現の不変量である 
L-因子・ε-因子との間の関係について予想
をたてることができた。 
また、GL(n) の捩じれたエンドスコピーの理
論を使うことにより、U(3) の stable な離
散系列表現に対して、予想を証明した。 
このような関係はこれまで知られていない
ものであり、局所ラングランズ予想に対して、
重要な視点を与えるものと考えられる。 
また、新たな方向へ研究が発展していく契機

となる可能性がある。 
実際、この研究結果以降、国内外の研究者に
よる formal degree に対する新たな研究が
いくつか始まった。 
また、簡約代数群の表現の不変量とガロア群
の不変量の間に深い関係が存在しているで
あろうことを伺わせる結果でもある。 
 
(4) 離散系列表現の formal degree 以外に
も、表現の不変量とガロア群の表現の不変量
の間には深い関係があると思われる。このよ
う な 関 係 の ひ と つ と し て 
Kottwitz--Shelstad の予想が捉えられる。 
精密化された局所ラングランズ予想におい
ては、エンドスコピーの表現との間の指標の
関係式が必要であるが、この関係式には定数
倍の不定性が存在している。 
SL(n) のような quasi-split している簡約
代数群においては Whittaker data を決める
ことにより、簡約代数群の表現の不変量であ
る捩じれた指標を正規化できる。また、ガロ
ア群の表現の不変量である ε-因子を使う
ことにより移送因子も正規化することがで
きる。 
Kottwitz--Shelstad の予想はこのように正
規化された場合にエンドスコピーとの間の
指標の関係式に現れる定数が 1 となること
を予想する。 
SL(n) の場合には、この予想に関して、
Henniart--Lemaire により、定数が表現に拠
らないこととエンドスコピーが不分岐であ
れば定数が 1 となることが証明されていた。 
研究代表者は市野篤史氏（大阪市大）との共
同研究で、(不分岐とは限らない) 一般のエ
ンドスコピーに対して SL(n) の場合の 
Kottwitz--Shelstad の予想が成り立つこと
を証明した。 
これは、Henniart--Lemaire の結果の拡張で
ある。 
また、formal degree の場合と同様に、この
結果も不変量の間には深い関係があること
を示唆していると考えられる。 
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