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研究成果の概要：研究代表者はネーター局所環のチャウ群上で数値的同値を定義して、さらに

その数値的同値で割った群は有限生成自由アーベル群になることを証明した。その理論をさら

に発展させて局所環のチャウ群の構造を詳しく調べる。 
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年度  

  年度  
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研究分野：数物系科学 
科研費の分科・細目：数学・代数学 
キーワード：グロタンディェク群、チャウ群、代数サイクル 
 
１．研究開始当初の背景 
Grothendieck は、スムーズ射影多様体に対
してリーマン・ロッホの定理を証明した。そ
れは、その後 Baum-Fulton-MacPherson によ
り特異多様体に対しても拡張されている。彼
らは、スムーズという仮定をはずしただけで
はなく、多様体が射影的であるという条件を
も除いている。その一般化の結果、ネーター
局所環 R によって定まるアフィン・スキー
ム Spec(R) に対してもリーマン・ロッホの
定理が成立することがわかった。つまり、有
限生成 R-加群の Grothendieck 群 G_0(R) 
とチャウ群 A_*(R) = \oplus_iA_i(R) との
間に、有理数体 Q をテンソルすることによ
り、非常に良い性質を持つ同型が構成できる。 
(ここで、A_i(R) は Spec(R) の次元 i の既

約な閉部分スキームによって生成された自
由アーベル群を、有理同値で割った群であ
る。) 1980 年代に Roberts は、当時可換環
論で未解決問題であった交点数の消滅定理 
(Serre の重複度予想の一部) と新交叉予想
を、上の特異リーマン・ロッホの定理を 
Spec(R) に対して使うことにより (R はネ
ーター局所環)、肯定的に解決した。このよ
うにして、可換環論に代数サイクルの理論が
導入されたのである。 
最近、研究代表者は、ネーター局所環 R の
チャウ群 A_*(R) = \oplus_iA_i(R) 上で数
値的同値を定義して、さらにその数値的同値
で 割 っ た 群  \overline{A_*(R)} = 
\oplus_i\overline{A_i(R)} は有限生成自
由アーベル群になることを証明した。これに



より、例えば、非特異射影多様体におけるピ
カール数が、ネーター局所環に対しても定義
できることがわかったのである。 
 
２．研究の目的 
 
次の二つの問題に取り組みたい。 
 
(1) d 次元のネーター局所環 R に対して、i 
\leq \frac{d}{2} の と き 
\overline{A_i(R)} = 0 となるか？ 
 
この問題は、スタンダード予想と深い関係が
ある。実際、スタンダード予想が正しければ、
非特異射影多様体のアフィン・コーンの原点
での局所環に対しては、上の問題は正しいこ
とが証明されている。 
 
(2) 1970 年頃、Danilov は、ネーター局所
整閉整域が DGC (離散的な因子類群) を持つ
という概念を定義して、深い研究を行った。
ネーター局所整閉整域 R の因子類群 Cl(R) 
= A_{dim(R)-1}(R) に対して次の三通りの離
散性が定義されていることになる。 
 
定義 1 「R は、Danilov の意味で DGC を持
つ (つまり、自然な射 Cl(R) \rightarrow 
Cl(R[[T]]) は同型である)」 
定義 2 「R の因子類群 Cl(R) は有限生成ア
ーベル群である」 
定義 3 「A_{dim(R)-1}(R) の中で、0 に数値
的同値な元は $0$ のみである」 
 
この三つの離散性の関係を突き止めたい。 
 
３．研究の方法 
 
まず、トーリック多様体の局所環などの非常
に具体的なネーター局所環に対して、問題 
(1) が正しいのかどうか確かめたい。 
スタンダード予想が正しければ、非特異射影
多様体のアフィン・コーンの原点での局所環
に対して問題 (1) が従うのであるが、この
逆問題を考えてみたい。 
この問題 (1) が仮にスタンダード予想と同
値であれば、それはそれで面白いのであるが、
そのときは、この問題を完全に解くことは非
常に困難であることが予想される。しかし、
問題 (1) は、スタンダード予想よりも、か
なり弱い予想であるという可能性もある。よ
って、スタンダード予想との関連を明らかに
することは重要であろう。 
 
トーリック多様体の局所環などでは、数値的
に 0 になる元は 0 のみであることが多い。
このケースでは、研究代表者は i \leq 
\frac{d}{2} のとき A_i(R) = 0 ではないか

と考えている。トーリック多様体のチャウ環
は、ファンの組み合わせ論などで記述するこ
とができるので、そのことを使って局所環の
ケースも計算可能であろうと考えている。 
 
問題 (2) に関しては、これは、正直に言っ
て最近始めた問題であり、全体像がまだよく
つかめていない状態である。全体像をつかむ
ためには、基礎的な勉強が必要である。しか
し、局所環の代数サイクルの研究のためには、
最初に行うべきは、整閉整域の場合の因子類
群の構造の研究であることは明らかである。
数値的同値で割ることにより、有限生成自由
ア ー ベ ル 群  \overline{Cl(R)} = 
\overline{A_{dim(R)-1}(R)} が得られる。
この加群の階数は、非特異射影多様体のピカ
ール数の局所環版であると考えられる。R が
非特異射影多様体 X のアフィン・コーンの
原点での局所環のときは、局所環 R のピカ
ール数は、X のピカール数マイナス 1 以下
である。局所環 R のピカール数は、X のピ
カール数マイナス 1 になる例も多いが、そ
うでない例もある。代数幾何学においてピカ
ール数が非常に重要な役割を果たしている
ことから、将来この局所環のピカール数ある
いは格子 \overline{A_{dim(R)-1}(R)} 自
身が可換環論において重要な武器になるの
ではないかと期待している。 
 
問題 (2) に戻るが、この種の問題の専門家 
(共同研究を行うインドのタタ研究所の V. 
Srinivas 教授) に聞いたところ、R が完備
局所環であると仮定すれば、定義 3 が定義 1 
あるいは定義 2 と更なる関係が見つかる可
能性があるとのことである。環を完備化した
ときの因子類群の変化が、この問題を難しく
しているらしい。よって、その困難なところ
を避けるために、まずは、完備局所環に制限
して考えたい。 
 
４．研究成果 
 
正標数の正規局所環 A の e 回のフロベニ
ウス射によって得られた加群 {}^eA と、A 
の標準加群 K_A のデターミナントの関係に
ついてのある公式を導いた。この公式と 
Huneke-McDermott-Monsky の結果によって、
Q-ゴーレンシュタイン環のヒルベルト・クン
ツ関数の第二項の消滅定理を示すことがで
きた。 
 
ネーター局所環 A に対して、\hat{A} はそ
の極大イデアルの位相での完備化とする。A 
上の有限生成加群の Grothendieck 群 
G_0(A) から G_0(\hat{A}) への自然な射を
考える。鴨井-藏野 (J. Algebra, 254 (2002), 
21-43)により、A が孤立特異点の場合などい



くつかのケースで、その射は単射であること
が示されている。Hochster により、その射
の核が non-zero torsion になる例が構成さ
れた。 
この論文では、その核が non-zero 
non-torsion になるような例を構成した。そ
の例では、A の non-normal class group (余
次元 1 のチャウ群) から \hat{A} のそれ
の核が Z と同型である。 
Z^2 graded ring のダイアゴナル部分環の性
質を議論した。いつ、有理特異点になるかな
どがわかった。また、この理論を使って、ス
ムーズな多様体 X で H^1(X,O_X)=0 かつ 
H^1(X,O_X(1))\neq 0 なる例を作った。
Danilov の理論により、この例では X のアフ
ィンコーンの因子類群は、有限生成であるが、
完備化すると同形ではないことがわかる。 
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