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研究成果の概要： 
 ２次の重さ k の歪正則ヤコビ形式の次元を計算した。これは、以前に２次の正則ヤコビ形式
の次元を計算した結果を拡張したものである。また、ベクトル値の場合にも歪正則ヤコビ形式の
次元の計算に必要な、リーマン・ロッホの公式を計算した。これは、未だコホモロジー群の消滅
定理を証明していないので、次元公式にはなっていないが、その計算のためには必要なもので、
なおかつ次元公式を予想するためには十分なものである。 
 この結果に伊吹山氏の得た結果を応用すると、重さ半整数のジーゲル保型形式の空間の、プラ
ス空間と呼ばれる部分空間の次元が判る（ベクトル値の場合は予想である）。以前に得た、重さ
半整数のジーゲル保型形式の次元公式 
 
Ryuji Tsushima, Dimension formula for the spaces of Siegel cusp forms of half-integra
l weight and degree two, Comment. Math. Univ. St. Paul, vol. 52, 69-115, 2003 
 
により、それらの空間を明示的に構成出来たが、この結果によってプラス空間も明示的に求める
ことが出来た（林田氏のコンピュータ計算による）。斉藤・黒川の保型形式の持ち上げ理論は、
プラス空間から１次上のヤコビ形式の空間への同型を経由して構成される。これによって２次か
ら３次へのジーゲル保型形式持ち上げ理論が完成したことになる。 

 １９７０年代に志村五郎氏は１変数の場合に、重さ整数の保型形式から重さ半整数の保型形

式の対応、今日において志村対応と呼ばれている対応を発見した。 
 
Goro Shimura, On modular forms of half-integral weight, Ann. of Math., vol. 97, 440-481, 

1973 

 

この、志村対応の高次元版を考えようとすることは自然な発想であるが、３０年近く経った最

近に至るまでその端緒は全く掴めなかった。志村対応は全射ではなく重さ半整数の保型形式の

空間の部分空間への対応であるので、この部分空間に当たる(と想定される)プラス空間の次元

を知ることが重要である。また高次元の場合、志村対応は一般にベクトル値保型形式からベク

トル値保型形式への対応であるので、一般化してベクトル値保型形式の場合を研究することが

絶対的に必要である。この消滅定理が成り立つと仮定して、今回得られた２次で重さ整数のジ

ーゲル保型形式の空間の次元とヤコビ形式の空間の次元を比較すると、重さ整数のジーゲル保

型形式の空間に対応する(と想定される)プラス空間が分かり、それらの次元が完全に一致する

ことが分かっている(伊吹山知義氏による)。 
 

Tomoyoshi Ibukiyama, A conjecture on a Shimura type correspondence for Siegel modular 

forms, and Harder’s conjecture on congruences, Modular Forms on Schiermonnikoog, 107-144, 



Cambridge Univ. Press, 2008 

 
これにより、志村対応の２次の場合の存在が予想されるに至った。 
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１． 研究開始当初の背景 
 
 近年、保型形式の研究において、ヤコビ形
式の研究が重要であることが認識された。そ
の最初の場合として、１次の場合がドイツの
アイヒラーによって詳細に研究され、 
 
Martin Eichler, Don Zagier, The Theory of 
Jacobi Forms, Progress in Mathematics, vol. 
55, Birkhauser, 1985, 148 頁 
 
また保型形式との関連がドイツのコーネン
によって明らかにされ、志村対応との関連が
示された。 
 

Winfried Kohnen, Modular forms of 
half-integral weight on Γ o(4), Math. 
Ann., vol. 248, 249-266, 1980 
 
 高次の場合にも同様の関係が成り立つこ
とは予想されることであるが、高次の場合の
ヤコビ形式については、次の様な１次の場合
と同様に示される一般論は知られていたが、 
 
Claus Ziegler, Jacobi forms of higher 
degree, Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg, vol. 
59, 191-224, 1989 
 
Joachim Dulinsky, A decomposition theorem 
for Jacobi forms, Math. Ann., vol. 303, 

473-498, 1995 
 
具体的な事実については、本研究の代表者が
結果を出すまでは、全世界において何の結果
も知られていなかった。 
 
対馬龍司、On the dimension formula for the 
spaces of Jacobi forms of degree two, 数
理解析研究所講究禄、vol. 1103, 96-110, 
1999 
 
 
２． 研究の目的 
 
 本研究の目的は高次の場合にヤコビ形式
を研究することであるが、高次の場合に１次
の場合ほどの詳細な結果を望むことは出来
ない。そこで、少なくともヤコビ形式の空間
の次元を知ること、それも高次の場合の志村
対応はベクトル値ジーゲル保型形式同士の
対応になるので、ベクトル値ヤコビ形式の空
間の次元を知ることが重要となる。 
 
 
３． 研究の方法 
 
 ヤコビ形式の空間次元を計算する方法は、
跡公式による方法が知られていたが、本研究
の代表者が使った方法はリーマン・ロッホの
公式を使う幾何学的なものである。 



 ヤコビ形式は或る種のベクトル値保型形
式に対応し、この保型形式は或る正則ベクト
ル束の正則切断と同一視される。この正則ベ
クトル束は、重さ半整数のジーゲル保型形式
に対応する正則ベクトル束と、或る平坦なベ
クトル束の直積であるが、これらのベクトル
束は、指数ｍのヤコビ形式に対応する場合に
は、レベルが４ｍの倍数であるジーゲル空間
の非特異コンパクト化(佐武コンパクト化)
へ延長可能である。このベクトル束に関する
リーマン・ロッホの公式を応用して次元を計
算する。 
 
 
４． 研究成果 
 
 まず、本研究の代表者は２次のスカラー値
の場合にヤコビ形式の次元を計算した。この
成果を利用して、林田秀一氏はコンピュータ
を使ってスカラー値のヤコビ形式の生成元
を見付けた。 
 
Tomoyoshi Ibukiyama, Shuichi Hayashida, 
Siegel modular forms of half integral 
weight and a lifting conjecture, 数理解
析研究所講究禄、vol. 1173, 98-112, 2000 
 
次に、ベクトル値の場合を消滅定理を除い

て計算した。更に、以上の結果をドイツのス
コルッパおよび荒川恒男氏によって定義さ
れた歪正則ヤコビ形式 
 
Nils-Peter Skoruppa, Developments in the 
theory of Jacobi forms, Internat. Conf. 
Automorphic Functions and their 
Applications, 167-185, USSR Academy of 
Science, 1990 
 
Tsuneo Arakawa, Jacobi Eisenstein series 
and a basis problem for Jacobi forms, 
Comment. Math. Univ. St. Paul, vol. 43, 
181-216, 1994 
 
の場合に拡張した。 
 以上の結果を基に、伊吹山知義氏は２次の
場合の志村対応の存在を明確な形で予想す
ることになった。また、伊吹山氏はその予想
を何通りかのジーゲル保型形式が構成され
ている場合について確認している。 
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