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研究成果の概要：３次元ユークリッド空間内の平均曲率一定曲面論を拡張する目的で、本研究

では複素２次元複素空間形内で平均曲率ベクトル場が平行な実２次元曲面の局所構造を研究し

た。その結果このような曲面はケーラー角度関数の性質により I 型と II 型の２種類に分かれる

ことを示した。 

 I 型については曲面の構成法まで含めて完全な理解が得られた。 II 型の曲面については第

一、第二基本形式が決定できたことによりそのような曲面の局所構造の解析をほぼ終了した。 
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１．研究開始当初の背景 
３次元ユークリッド空間内の平均曲率一定

曲面論は球面以外の閉じた曲面がウエンテ

により１９８０年代に発見されてから、この

種の曲面の研究が盛んになった。ウエンテは

トーラスから３次元ユークリッド空間への

平均曲率一定なはめ込みを見つけたもので、

ここではその曲面をウエンテトーラスと称

する。本研究はそのウエンテトーラスをより

高次元の空間に拡張しようとする試みであ

る。４次元以上のユークリッド空間、更に一

般に４次元以上の実空間形では、非自明な拡



張はないという結果が先行研究として知ら

れているから、本研究では実空間形の代わり

に複素空間形内の曲面をとりあげた。このと

き、余次元が２の場合での先行結果としては、

曲面のケーラー角度関数が一定の場合や曲

面のガウス曲率が一定の場合、このような曲

面の分類定理がある。よって、先ずこれらの

２条件が満たされない、一般型の曲面の研究

からはじめた。 

また、平均曲率が一定という条件がどのよう

な重要性を持つかという問題意識から周期

的に変化する平均曲率をもつ回転面が研究

されていたので、この結果の一般化が問題と

なっていた。 
 
２．研究の目的 
本研究では複素２次元複素空間形内の実２

次元の曲面で平均曲率ベクトル場が平行な

場合を研究する。この種の曲面は３種類に分

けられるが、その中でも「一般型」と称され

る曲面をしらべる。これは、３次元ユークリ

ッド空間内の平均曲率一定曲面を自然に含

んでいるので、ウエンテトーラスもその例で

ある。本研究では複素空間形内の種数１の平

均曲率一定曲面を構成することが最終目標

で、これによりウエンテトーラスの自然な一

般化が得られる。 

先ず、複素次元２の複素空間形内で平均曲率

ベクトル平行な実２次元曲面の局所構造の

解析を行う、そしてその結果を使って大域的

結果を得ることを目的とする。 

３次元ユークリッド空間内の平均曲率一定

曲面に関する Ricci の条件に関する定理の一

般化を得ることも目的の一つである。 

関連する研究として、一定平均曲率の仮定を

ゆるめて周期的平均曲率をもつ回転曲面と

その高次元化も考察する。得られる曲面が周

期的になるための必要十分条件を平均曲率

関数だけで表すことを目標にした。 

３．研究の方法 
先ず成すべきことは、考察する曲面の 

局所構造を明らかにすることである。そのた

めに、先行研究や部分多様体論における最新

の研究手法を得るために、関連する研究集会

に出席し情報交換を行う。 同時に、私の得

た結果を世界各地の大学や研究所での幾何

学セミナーや学会等で積極的に発表するこ

とにより、研究者との意見交換を行い、常に

新たな刺激を得ることに勤める。また、最新

の成果が書かれた専門書の購入も必要であ

る。これまでの代表者の研究によりこの種の

曲面の第二基本形式の２階の共変微分が関

係する式の簡略化が必要で、そのために高性

能のパソコンと数式計算処理ソフトが必要

である。 

  数学的作業としては、平均曲率ベクトル

がゼロでなくかつ平行という仮定を使って

はめ込みに沿って単位ベクトル場のシステ

ムを作る。それに関してはめ込みの方程式を

書き下し、それを動標溝理論、微分式系理論

により曲面の法束を解析する。そこから得ら

れた情報を偏微分方程式論における過剰決

定系理論を応用してケーラー角度関数を解

析する。 以上でケーラー角度関数、第一、

第二基本形式の情報が全て得られる。 最後

にこれらを使って、関数論、特にリーマン面

の理論と正則２次微分を応用して、トーラス

の場合の解析を行う。 
 
４．研究成果 

（１）複素２次元複素空間形内の平行な

平均曲率ベクトル場をもつ実２次元曲

面は２種類に分かれることを発見した。

それぞれ、I 型、II 型の曲面と称する。

それぞれの曲面に対し、その局所構造定

理を得た。具体的には定理１として、与

えられた正数ｂに対し、実２次元リーマ

ン多様体から正則断面曲率が-12bb の複



素双曲型平面への平行平均曲率ベクト 

ルをもつ I 型はめ込みの族を構成した。 

更に、I 型曲面は２個の任意定数と１個

の調和関数で定まることを示した。 

 定理２として、II 型のはめ込みはひと

つの複素関数で定まることを示した。定

理２の証明において、ケーラー角度 

関数が一定でない場合、第二基本形式 

の全ての成分がひとつの複素関数で記

述できることが重要な点であるが、平 

成２０年度の研究でこの部分の証明の 

簡素化を得た。 

（２）トーラスからのはめ込みに関連 

して周期的平均曲率を許容する回転超

曲面を研究した。研究代表者による２次

元の場合の先行結果をDorfmeisterとの

共同研究で一般次元の場合に拡張した。

その成果を中国・広州の中山大学幾何 

学セミナーで発表、そして論文が２ 

編出版された。 得られた結果として、 

実数全体で定義された実解析的関数 

H(s)に対し、同じ実数全体で定義された

回転超曲面が存在し、その平均曲率が与

えられたH(s)となることを示した。この

種の回転超曲面は２階の常微分方程式

の解で定義されるから、通常の解の存在

定理からは局所的な存在しか主張でき

ないが、我々の結果はそれが一意的に実

数全体に拡張できることを主張してい

る。次に高次元の回転超曲面の集合と２

次元の回転面全体の間に自然な対応が

あることを発見し、周期的回転超曲面の

存在は２次元の結果から得られること

を示した。 この結果により、高次元の

周期的回転超曲面の平均曲率関数の性

質を明らかにした。 
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