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研究成果の概要（和文）： 有限群 G が球面上に不動点が唯２点であるように滑らかに作用し

ている場合の，その２つの不動点の接空間の差をすべて集めてできる実表現環の部分集合を 
Smith 集合という．本研究では多くの有限群 G に対して Smith 集合を決定した．また  
Smith 集合に関する Laitinen 予想に対して，その反例を発見し，さらに肯定的に成り立つ有

限群の族を見い出し，Smith 問題の研究に大きな進展をもたらした． 
 
研究成果の概要（英文）： For a finite group G, the subset of real representation ring 
consisting of all differences of tangential representations at fixed points of smooth 
G-actions with exactly two fixed points on spheres is called the Smith set of G.  In this 
research, we computed the Smith sets for many finite groups G. Furthermore, we found 
counterexamples to Laitinen’s Conjecture on the Smith sets as well as a family of finite 
groups for which the conjecture is valid, which contributed to development of the study of 
Smith’s problem.  
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１．研究開始当初の背景 
（１）1960年代初頭に，P. Smith は有限群 

G が球面に唯２つの不動点を持って滑らかに

作用しているとき，この２つの不動点での接

空間表現は同型であるかという問題を提起し

た．この２つの接空間表現は Smith 同値であ

ると呼ばれる．この Smith 問題に対し，

Atiyah- Bott, Milnor は群 G の作用がセミ

フリーであれば，Smith 問題は肯定的な解答

を持つことを示した．また G. Bredon は群 G 
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の位数が素数冪で，その位数に比べて球面の

次元がずっと大きい場合には Smith 問題は

肯定的な解答を持つことを示した．さらに，

1976年に C. Sanchez は G が奇素数べき位

数であれば Smith 問題は肯定的解を持つこ

とを証明した．一方，T. Petrie と 

Cappell-Shaneson は 1978 年～1985 年にか

けて，G が特殊な奇数位数の可換群や位数 4n 

(n > 3) の巡回群の場合には同型でない 

Smith 同値な表現の対が存在することを証明

した． 

（２）Smith 問題の研究があまり進展しな

い時期があったが， 1996 年に B. Oliver が 

Disk 上の滑らかな作用の不動点集合として

得られる多様体とその法ベクトル束の条件を 

決定した．また森本雅治は同変手術理論の研

究により，Oliver 群 G の不動点集合の削

除・追加の定理を与えた．これらの研究がも

ととなり，1998 年に E. Laitinen は Oliver 

群 G の素数べきでない位数を持つ要素の実

共役類の個数 a(G) が２以上であるならば，

同型でない Smith 同値な表現の対が存在す

るという予想を提唱した．実際，Laitinen- 

Pawalowski は G が完全群の場合にはこの予

想が正しいことを証明した．また， 

Pawalowski-Solomon は a(G) が 0, 1 であ

る有限群 G をすべて決定し，Laitinen 予想

の研究を行った． 

 
２．研究の目的 
 Smith 同値な表現 V, W の差 V- W をすべ
て集めてできる表現環の部分集合を Smith 
集合とよび， Sm(G) と書く．Smith 集合の
要素 V – W で V, W を素数べき位数の部分
群に制限すると同型になるものすべて集め
てできる部分集合を主 Smith 集合とよび， 
PSm(G) と書くことにする．この研究の直接
的な目的は 
① Sm(G), PSm(G) の関係を明らかにする：

つまり差集合 Sm(G)-PSm(G) がどのよう
な集合であるかを明らかにする 

② PSm(G) の計算手法を見出す 
③ Laitinen 予想が成り立つ有限群の族を

見出す 
④ Laitinen 予想の反例を見出す 
ことであった．さらに，これらの研究を通し
て，球面上の作用の特徴を明らかにすること，
同変手術理論を発展させることをも目指し
た研究であった． 
   
３．研究の方法 
 （１）この研究で用いた主要な理論は 

① 有限群の表現論 

② 有限群の同変コボルディズム理論 

③ 有限群の同変ホモトピー理論 

④ 有限群の同変手術理論 

であった．研究手法を一言で言えば，まず 

Smith 同値であるための必要条件を ① と 

② を用いて研究し，得られた必要条件が十分

条件であることを示すために ③，④ を用い

た． 

 （２）研究目的①～④のそれぞれについて

その研究手法を概説しよう． 

① Bredon のコホモロジーを用いた素数冪

位数の群作用の研究により，群の位数に

比べて表現の次元が高いと，Smith 同値

ならば表現として同型であることが知ら

れている．この結果と Sanchez の定理を

組み合わせて差集合 Sm(G)-PSm(G) を研

究する． 

② Oliver の構成方法を用いてディスク上

の作用を構成し，これのダブルをとって

球面上の作用を作る．この球面上の作用

から，森本の同変手術理論を用いて必要

な不動点のみ残し，他の不動点を取り除

く．このような構成方法で，どれだけ豊

富に Smith 同値な表現の対を得られる

か研究する．一方で，同変コボルディズ

ム理論などを用いて，Smith 同値である

表現の対に対する必要条件を調べる．こ

の下からの評価と上からの評価により 

Smith 集合の決定を試みる． 

③ 上に述べた Smith 同値な表現の組を構成

する手法により Smith 集合が非自明と



 

 

なる有限群 G の族を見出す． 

④ すでにPawalwoski-Solomon により 

Laitinen 予想が成り立つか否か問われ

ている具体的な有限群がある．これらの

群について Smith 集合を計算する．また

位数が 2000 以下の有限群についてもコ

ンピュータソフト GAP を利用して，

Smith 集合がどのようなものであるか研

究する．この具体的な計算の中から，

Laitinen 予想の反例を見出す． 

 

４．研究成果 

本研究において以下の成果をあげることがで

きた． 

（１）Sm(G) と PSm(G) の関係については， 

Bredon の定理と Petrie のアイデアにより， 

差集合 Sm(G) – PSm(G) は有限集合であるこ

とを証明した． 

（２）PSm(G) の計算手法．Petrie, 

Cappell-Shaneson, Laitinen-Pawalowski, 

Pawalowski-Solomon の研究で構成された G 

の球面 S 上の作用は指数が素数である正規

部分群 N については，N-不動点集合 F(N, 

S) の各連結成分の次元は等しいもののみで

あった． しかし，森本は F(N, S) の連結

成分が異なる次元を持つような作用の構成方

法を Oliver の理論を応用して考案した．こ

れにより， 

① Nilquotient が位数２や３の gap 

Oliver 群 

② 非自明な完全群 K と奇数位数の可換群 

A の直積 G  

などに対して，PSm(G) を決定（計算）した． 

 （３）Laitinen 予想の肯定的な族．森本は 

G=PΣL(2, 27) の Sm(G) を決定し，これと 

Pawlowski-Solomon の結果により，非可解 

gap 群 G に対しては Laitinen 予想が肯定

的に成り立つことを証明した．この結果は角 

俊雄により Aut(A(6)) 以外の非可解群につ

いては Laitine 予想 が肯定的に成り立つと

いう結果に一般化された． 

 （４） Laitinen 予想の反例．森本は G= 

Aut(A(6)) に対しては a(G) = 2 であるが，

Sm(G) = 0 であることを証明した．これは 

Laitnen 予想に対して初めて発見された反例

である． Aut(A(5)) は非可解群で nongap 群

であるが，角 俊雄の研究に触発されて，森本

は古藤 昭弘や祁 艶と共に，可解な gap 群で

も Laitinen 予想の反例を発見した． 

 

  また球面上の滑らかな作用の研究には，同

変ホモロジー理論の開発が必要であると強く

認識した． 
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