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研究成果の概要（和文）：“非可換空間”における幾何学、巡回理論、K 理論や変形を亜群を通
して捉えること、亜群として捉えられた空間の上のディラック作用素の構成とその基本的性質

の解明、さらには指数定理の拡張等などを研究した。それらとはまた別の方向で、プランク定

数を形式的パラメータとして捉える変形ではなく、実変数（あるいはさらに複素変数）として

捉え変形を考察する事(非形式的変形量子化とよぶ)、Star exponential などといった超越的な
（変形された）関数も考察した。 
 
 
研究成果の概要（英文）：We studied noncommutative geometry, cyclic theory, K-theory, Dirac 
operator on a groupoid. It is very important to resolve the fundamental problems and 
extension of index theory to noncommutative theory. On the other hand, we also studied 
nonformal deformation quantization and transcendental elements which appear nonformal 
deformation quantization, because they are regarded as representative of noncommutative 
phenomena.  
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１．研究開始当初の背景 非可換幾何学にお

いて変形量子化や指数定理は極めて大きな

因子となっている。本研究における亜群構造

という観点もそのような重要な指針のうち
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の一つである。また理論物理学に現れる量子

化と呼ばれる概念やフーリエ変換、漸近解析、 

フーリエ積分作用素などもこれらの理論と

密接に関連する分野である。 

 

 

２．研究の目的 亜群構造の観点から非可換

幾何学や変形量子化みなおすことにより新

たな知見を模索することを目的としていた。 

また対象が量子化されたものであるために

無限次元空間（必ずしもヒルベルト空間の構

造が入るとは限らない）の取り扱いも大切に

なってくる。 

“非可換空間”における幾何学、とりわけ巡回

理論、K理論や変形を亜群を通して捉えるこ

と、亜群として捉えられた空間の上のディラ

ック作用素の構成とその基本的性質の解明、

さらには指数定理の拡張等などが活発に研

究をつづけてきた。そしてこれらはまだまだ

発展途上にある分野といわねばならない。 

また、最近の梶浦・斉藤・高橋諸氏らの結果

により Aモデルと Bモデル間の関係（ミラー

対称性）において、カラビ・ヤウ多様体を含

みさらに広い枠組みの中での“非可換空間”

と“特異点”との関係が明らかになりつつある。

つまり非可換性の情報が特異性へ集約され

てくるというものである。 

 

３．研究の方法 亜群構造により変形量子化

の分類やスピン構造の解明を行う。また亜群

上のディラック作用素の定義基本的な性質、 

亜群作用との両立性、漸近解析的性質などを 

調べていく。また非形式的変形量子化の理論

においても漸近解析的手法によりその性質

を究明する。 

 

４．研究成果 変形量子化や亜群構造という

観点から様々な結果を得た。詳細は発表論文

などを参照のこと。以下にはその概要を記す。 

 

まず、本研究期間中前半で主に取り組んで

きた事柄について概要を与える。形式的変形

量子化の幾何学的実現としてのContact Weyl 

多様体とその自己同型群の 

モデルスペースおよび幾何学的な構造に関す

る研究：１９７０年代に形式的変形量子化の

概念が提案されて以来、その存在、構成、分

類などに関して活発な研究がなされてきたが

、それに関連して特に底多様体がシンプレク

ティック多様体の場合に形式的変形量子化の

構成法として知られていた「Fedosov 量子化

」と「大森・前田・吉岡-量子化」をつなぐ掛

け橋として、１９９８年ころ吉岡朗氏により

Contact Weyl 多様体 と呼ばれる概念が導入

された。これは本質的にスター積（形式的変

形量子化）の幾何学的な実現と見なされる（

別の幾何学的な実現の方法として、Deligne 

相対類（大森・前田・吉岡諸氏らは

Poincare-Cartan類と言う名前で呼んでいる）

から定まる「滑らかな亜群構造」がある。様

々な状況で現れる特性類に対応した対象の幾

何学的実現として亜群構造の研究は今後の重

要な方向性を与えている。）。本年度はこの

ように導入された構造（スター積、形式的変

形量子化）に関する自己同型群 Aut(M,*) に

ついて、「無限次元リー群としての構造」、

「その位相的な性質」、「このようにして得

られる群と古典的な（無限次元リー群として



 

 

の）シンプレクティック変換群との関係」等

をしらべた。その結果、「自己同型群 Aut(M,*) 

の無限次元リー群のモデルスペースとして考

えられている空間がヒルベルト空間のような

ある意味有限次元空間のアナロジー的なもの

ではなくMackey完備な局所凸線形位相空間に

なっていること」、「シンプレクティック変

換群の元を自己同型群として持ち上げること

が可能なこと」などが明らかになった。特に

後者の結果とそこで使われた議論は自己同型

群 Aut(M,*) の位相的な性質や、この群から

シンプレクティック変換群への全射準同型に

関するセクションを調べる上で今後重要な道

具になると思われる。 

 
つぎに、本研究期間中の後半で主に取り組

んできた内容について概要を与える。 

Dixmier-Douady類の幾何学的対応物で

あるgerbeでひねったTwisted vectoria

l bundleと以前筆者により導入されたs

pin亜群というものを直接組み合わせる

ことにより、Dixmier-Douady類を反映さ

せたtwisted spin connectionの候補を

考察して、その基本的な亜群作用に関す

る変換法則について計算を行った。 

亜群の非可換幾何学研究への重要性

は ``twisted K-theoryの作用素論的な
定義とbundlegerbe moduleによる定
義 " に深く関係していることからも
容易に想像がされることではあるが、

実際に亜群という概念を意識しなが

らいろいろなものを眺めていると、実

は亜群構造が様々な場面に（陰に）現

れていることに気がつかされる . 
この先に見える話題としてはスピン

亜群に同伴するスピノールバンドル

をTwisted vectorial bundleで捻っ
たところ（Dixmier-Douady類に対応

する亜群に同伴するモデュロイドの

セクションのなす空間）に作用するデ

ィラックを考えたり、その同変版を考

えたり、局所化を考えたりということ

があるかと思われるが、筆者自身では

詳細については詰めきれていない. 

今の設定では、閉多様体でない場合を

考えなくてはならないという大きな

障害があるからである. とりわけ 

・その熱核に付随すべき適切な境界

条件をどのように設定するか？ 

・指数、射影やそれに対応する特性

類の受け皿・器などをどうするか? 

などが難しい問題として残っている. 

無 論 、 twisted K-theory, あ る い は

twisted Cech-deRham 理論が非常に重要

な役割を担っていることは想像に難く

ない.それらの関係を詳細に調べること

は今後の重要な課題としたい. 
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「幾何学的力学系」２００９年１２月２１日 
京都大学において 
 
 
 
〔その他〕 
 
２００６年、２００８年に慶應義塾大学日吉
キャンパスにおいて、 
・非可換幾何学と数理物理学２００６ 
・非可換幾何学と数理物理学２００８ 
を開催し若手並びに中堅の研究者の交流、情
報交換を行った。 
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