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 研究成果の概要（和文）：古典的微分幾何を可積分系理論・特異点論などの現代的手法を用いて研究することにより、古典的微分幾何の諸分野とその応用に関して、特に曲線の運動を用いた可積分系の幾何的研究、4 次元空間形内の共形平坦超曲面の具体的構成と分類、複素空間形内の実超曲面、3 次元空間内の曲面論、アフィン微分幾何とそのヘッセ幾何・情報幾何への応用等に関して多くの新たな知見を得、また今後の研究の進展の基礎を築いた。 
 研究成果の概要（英文）：In this research, we studied classical differential geometry from 
modern viewpoints, such as of the theory of integral systems and of the theory of 

singularities; we obtained results on various fields of classical differential geometry and 

their applications, in particular, the motions of curves associated with integrable systems, 

explicit construction and the classification of conformally flat hypersurfaces of 

four-dimensional space forms, real hypersurfaces of complex space forms, surfaces of 

three-dimensional spaces, affine differential geometry and its applications to Hessian 

geometry and information geometry, and so on. 
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 １．研究開始当初の背景 19 世紀から 20 世紀にかけての微分幾何研究の大きなテーマの一つは、合同変換群の作用するユークリッド空間、アフィン変換群の 作用するアフィン空間、共形変換群ないしメビウス変換群の作用する球面など、さまざまな変換群の推移的な作用のもとで空間の部分多様体の不変な性質を研究することであ
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った。これらを総称して古典的微分幾何と呼ぶ。 古典的微分幾何の研究は 20 世紀の中ごろいったん停滞して見える時期があったが、1980 年代にはいって古典的微分幾何の諸分野にそれぞれ現代的な定式化が与えられると、その豊かさが改めて認識されるようになり、本研究の開始当初には非常に活発に研究がなされるようになっていた。さらに古典的微分幾何は、たとえば可積分系理論に豊富な例と問題与える供給源の一つとなって相互に影響を与えあっているほか、情報幾何などのこれまでは予想されなかった応用数学分野を研究するための数学的な道具として取り入れられるようになってきていた。このため、本研究代表者は現代的観点から古典的微分幾何とその応用を総合的に研究することは微分幾何研究の一つの重要課題であるとの認識を持ち、本研究を開始した。 
 ２．研究の目的  1．で述べたことを動機として、本研究課題の申請時における当初の研究目的は以下の通りである。 古典的微分幾何の諸理論について、 （１）これまでに蓄積されている結果を現代的観点で書き直し再検討することにより、新たな展開を図ること （２）その成果を用いて、可積分系理論に対し具体例と問題を豊富に供給し、また逆に可積分系理論の手法をとりいれた幾何学理論を構築すること （３）古典的微分幾何における曲面の種々の変換理論を統一的に扱える理論を、微分幾何・可積分系理論の両面から築くこと 
 ３．研究の方法  本研究課題では、古典的微分幾何のいくつかの分野の重点的研究と、選ばれた個別トピックに関する分野横断的な研究を研究組織の成員で分担し、並行して行った。具体的な研究項目は次のとおりである（カッコ内は各研究項目に主として従事した者）。 （１）重点的分野の研究 ① アフィン微分幾何・射影微分幾何とその応用（黒瀬・古畑） ② 共形微分幾何、特に空間形内の共形平坦超曲面とその応用（陶山） ③ 複素空間形内の実超曲面とその応用（濱田） （２）個別トピックの研究 ① 曲線の変分問題および運動に付随する微分方程式（黒瀬・川久保） ② 古典的微分幾何の各分野において特徴的な曲面の表現公式、および特異点を持つ曲面（山田） ③ 古典的微分幾何に現れる可積分系とそ

の離散化（松浦・井ノ口）  ４．研究成果 （１）可積分系が付随する曲線の運動 古典的微分幾何における曲線論では、大きな変換群が作用する 2次元ないし 3 次元のさまざまな空間内の曲線に対し、その幾何的不変量として曲率が定義される。曲線が時間変化（運動）すると曲率も変化するが、特定の運動に対しては曲率の時間変化がバーガース方程式や KdV 方程式など、数理物理で良く知られた可積分系に従うことが知られている。可積分系が付随するこのような曲線の運動を利用して、種々の可積分系を幾何的に研究し、以下の成果を得た。 ① 複素双曲線内の曲線の運動でバーガース方程式が付随するものを与え、この運動を用いて、バーガース方程式を含む方程式の階層を複素双曲線内の曲線全体の成す空間における無限多重ハミルトン系としての定式化を幾何的に与えた。また、複素双曲線内の曲線全体の空間のリーマン幾何的・シンプレクティック幾何的性質を明らかにした。 ② KdV 方程式階層・変形 KdV 方程式階層がそれぞれアフィン平面の等積中心アフィン閉曲線の運動・ユークリッド平面の正則曲線の運動に付随することを用い、この 2 階層にそれぞれある無限次元双（前）シンプレクティック空間上の双ハミルトン系としての定式化を幾何的に与えた。さらにこの 2階層間のミウラ変換が幾何的にはこれらの空間の間の双（前）シンプレクティック写像として与えられることを示した。 ③ 局所誘導階層と呼ばれる3次元ユークリッド空間内の非圧縮性非粘性流体の渦糸の運動から導かれる可積分系を、より一般の空間形内で考え、その全進行波解を構成し、特にその中でソリトンクラスと呼ばれるクラスの曲線の具体的な表示式を与えた。なおこのソリトンクラスには、曲線の弾性エネルギー汎関数に対する変分問題の臨界点として得られる周期的キルヒホッフ弾性棒が含まれているが、周期的キルヒホッフ弾性棒に対してはエネルギー汎関数がパレ・スメール条件を満たしていることを示して、弾性エネルギーに関して不安定なキルヒホッフ弾性棒の存在とその性質も明らかにした。 ④ 差分可積分系を幾何的に扱うため、平面曲線の運動を差分幾何の観点から研究し、その結果、差分曲線（折線）の時間的にも離散化された運動で、非一様格子上の差分 KdV方程式が付随するものを構成することにより、差分 KdV 方程式の差



 

 

分幾何的な解釈を与えることに成功した。また、非一様格子上の差分変形 KdV方程式に対しても差分幾何的な解釈が与えられることを示し、対応する差分曲線の運動を用いて、この二つの差分方程式の間の解の変換（差分ミウラ変換）を導出した。 連続または差分曲線の運動を通じて得られた以上の成果は、可積分系を研究する上でこの幾何的な手法が非常に有効であることを示している。  （２）4 次元空間形内の共形平坦超曲面の具体的構成と分類 ① 与えられた共形平坦超曲面に対して、互いに共形同値ではない共形平坦超曲面の 1径数族が存在することを示した。 ② ある種の構成関数が存在して、その関数から共形平坦超曲面の構成に必要なデータが得られることを示した。 ③ ある特定の性質を満たす共形平坦超曲面の計量を完全に決定し、さらにそれらの超曲面の積分表示を具体的に与えた。 以上の成果により、4 次元空間形内の共形平坦超曲面の具体構成と完全な分類に向けての大きく進展することができたと言える。  （３）複素空間形内の実超曲面 ① 複素射影平面・複素双曲平面内の実超曲面で、第二基本形式が擬平行であるもの、および曲率が*-アインシュタイン条件を満たし正則分布が可積分であるものを決定した。また、2 次元複素空間形内の擬対称実超曲面の分類を行った。 ② 複素双曲空間内の等質実超曲面のうち、リー実超曲面と呼ばれるものについて、その構造を解明する上で有効と思われる曲率の評価式を与えた。また、これにより全空間が 2次元の場合と 3次元以上の場合ではリー実超曲面の幾何的性質が大きく異なることが分かった。 ③ 複素空間形の一般化である階数1の対称空間において、2 個の定主曲率を持ち曲率に関するある条件を満たす実超曲面が、大域的な条件のもとでは測地球に限ることを示した。 ○1 、○2 は複素空間形内の実超曲面の分類問題に対する新たな成果である。また、○3 はこれまであまり重視されていなかった実超曲面の大域性に関する条件が実超曲面の研究においても有用であることを示唆しており、今後のこの方向の研究の基礎的な結果の一つとなるものであると考えられる。  （４）3 次元空間内の曲面の幾何 ユークリッド空間・ミンコフスキー空間・双曲空間などさまざまな 3 次元空間において、

その中の曲面の幾何を可積分系理論・特異点論などの手法も用いて研究し、以下の成果を得た。 ① 3 次元ユークリッド空間内の完備な極小曲面でその随伴族すべてが有界であるものを構成した。 ② 曲面の特異点のうち、カスピダル・クロスエッジおよびカスピダル・クロスキャップと呼ばれる特異点の判定条件を与え、それに用いて 3 次元ミンコフスキー空間内の極大面の一般的な特異点を分類した。また、同じく 3 次元ミンコフスキー空間において、光的接線曲面と呼ばれる光的曲面のサブクラスを導入し、その基本的な性質を調べた。 ③ 第 4種概コンパクト型と呼ばれる自己同形写像で定まるループ群を用いて、3 次元双曲空間において、平均曲率の絶対値が1未満のすべての平均曲率一定曲面を局所的に構成した。さらに、ここで用いた構成法が、部分的にではあるが、特定次元の双曲空間の単位接ベクトル束に値を持つ調和写像の構成に一般化できることを示した。また、同じく 3 次元双曲空間において、平坦フロントの焦面の特異点の挙動を調べた他、平坦フロントが弱完備であるとき、そのエンドの漸近挙動を解析した。 ④ 3 次元等質空間における曲面論について、ハイゼンベルク群および 3次元可解リー群 Sol内の極小曲面に対し積分表示を与えた。また、3 次元可解リー群のうちで、極小曲面がこのような表示公式を持つものは、Sol、3 次元双曲空間、3 次元ユークリッド空間の三つに限られることを示した。  （５）アフィン微分幾何およびそのヘッセ幾何・情報幾何への応用 ① アフィン空間の中心アフィン超曲面に対して、中心写像と呼ばれる超曲面からアフィン空間への写像が定まる。この中心写像がもとの超曲面自身と中心アフィン合同になるという性質（自己合同性）がカラビ合成という作用のもとで不変であることを示した。また、3 次元アフィン空間において中心写像が曲線を描く曲面の例を具体的に構成することによって、それらが豊富に存在することを示した。 ② ヘッセ断面曲率が一定のヘッセ多様体について、アフィン微分幾何を応用することにより、曲率が 0 ないし正定数の場合を完全に構成・分類した。また、曲率が負定数の場合は、多様体の次元が 2 のとき、その全ての例を具体的に構成した。この結果は、リーマン幾何における空間



 

 

形のように、ヘッセ幾何における標準的なモデルとなるヘッセ多様体を少なくとも 2 次元の場合に与えるものであり、今後のヘッセ幾何研究における一つの基盤を与えるものである。 ③ （古典的）情報幾何において現れる幾何構造の一般化である統計多様体は、アフィン空間の超曲面として実現し、アフィン微分幾何の手法を用いることで、ダイバージェンスなどの情報幾何的な諸概念を幾何的に解釈・研究することができた。この類似として、本研究では量子情報幾何に現れる幾何構造を一般化して、捩れを許す統計多様体を定義し、その基本的な性質、特にアフィン空間の分布としての実現可能性と前ダイバージェンスの性質を明らかにした。これは分布のアフィン微分幾何の構築とその量子情報幾何への応用に先鞭をつけるものである。  ５．主な発表論文等 （研究代表者、研究分担者及び連携研究者には下線） 
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