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研究成果の概要（和文）：ランダム行列の固有値に代表されるランダムな多項式（解析関数）の

零点は複素平面内のランダムな点配置を与える。これは、平面内に一様分布に従って、点をば

らまいた時に得られるいわゆるポアソン点配置とは性質が異なり、お互いの点が反発的である

ような点配置となる。本研究ではこの二つの点過程の性質の違いを明らかにする研究を行った。 
 
研究成果の概要（英文）：The zeros of a random polynomial (or a random analytic function) 
form a random point configuration in the complex plane. This is different from the 
so-called Poisson random configuration which is obtained by uniformly random sampling 
in the complex plane, and their points are mutually repulsive nature while Poisson random 
points often form weak clustering. We clarify the difference of these point 
configurations.    
 
交付決定額 
                                （金額単位：円） 

 直接経費 間接経費 合 計 

2006 年度 1,000,000 0 1,000,000 

2007 年度 800,000 240,000 1,040,000 

2008 年度 800,000 240,000 1,040,000 

2009 年度 900,000 270,000 1,170,000 

  年度  

総 計 3,500,000 750,000 4,250,000 

 

 

研究分野：数物系科学   

科研費の分科・細目：数学・数学一般（含確率論・統計数学） 

キーワード：確率論，フェルミオン点過程，大偏差原理，Ginibre 点過程，ランダム行列，α

行列式 

 
１．研究開始当初の背景 
ランダム行列の導入は２０世紀初頭の
Fischer, Wishart ら数理統計学にあると言
われている．その後１９６０年代に Wigner, 
Dyson, Mehta などの物理学者らは，複雑な
多体系，例えば原子核のように系のハミルト
ニアンを決定するのが困難な状況で，具体的

なハミルトニアンの形を与えるのを放棄す
るかわりに対称性だけに着目してランダム
なハミルトニアン(つまり，ランダム行列)を
導入した．それ以降ランダム行列の研究はさ
らに活発化した．ランダム行列の研究におい
て特に重要なのは，エネルギーに相当する固
有値の分布とその行列サイズ無限大におけ
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る漸近挙動の問題である．行列サイズを無限
大にしたときの漸近挙動を考えるときには，
形式的には無限個の固有値のようなものを
扱っていると考えられるが，あくまで有限個
の固有値の極限として無限個をとらえるこ
とができるのであって，無限次元行列の固有
値として無限個をとらえることは現在のと
ころはできていない．しかし，行列から固有
値を定める写像によって，行列空間上の確率
分布から固有値の点過程(=ランダムな点配
置)が誘導されていることを一旦忘れて，(有
限個の)ランダムな固有値がもつ点過程とし
ての性質のみに着目して，その性質を保った
まま無限個の点をもつ点過程に拡張すれば，
有限からの極限ではなく初めから無限個の
点過程を扱うことが可能になる．このような
考えのもとほぼ同時期に独立に A.Soshnikov
と T.Shirai-Y.Takahashi によって一般化さ
れたのが，現在行列式点過程もしくはフェル
ミオン点過程とよばれている点過程である．
GUE と呼ばれる特別なランダム行列の固有値
はフェルミオン点過程となる．この一般化に
よって無相関の典型例であるポアソン点過
程とは異なる，一般に長距離の相関を持つ点
過程の重要なクラスが得られた．フェルミオ
ン点過程はその自然さゆえ，数学の至るとこ
ろにあらわれることが知られるようになっ
てきたが，最近，複素ガウス分布を係数に持
つランダム巾級数の零点過程(零点のなす点
過程) がフェルミオン点過程のクラスに入
ることが Y.Peres-B.Virág によって示され
た．これまでのランダム巾級数の研究の中で
もとりわけ重要な結果の一つであるが，これ
はフェルミオン点過程という対象が定義さ
れて初めて特徴付けが可能な定理であった．
また，ランダム行列の固有値もランダムな解
析関数(多項式)の零点過程であるから，一見
素性の違うランダムな解析関数の零点過程
が同じフェルミオン点過程のクラスに入る
ことは注目されていた． 
  
２．研究の目的 
本研究の目的は，様々な形で定義されるラン
ダムな解析関数とそれに関連する点過程の
極限定理について調べることにある． 
 
(1) フェルミオン点過程の大偏差原理と中心

極限定理：独立同分布な標準複素ガウス
分布を係数とするランダムなベキ級数は
ランダムな解析関数を与え，その零点は
離散的であり点過程を定義する．研究当
初 M.Sodin-B.Tsirelsonはあるランダム
な整関数の零点過程に対して，半径ｒ内
に零点が存在しない事象 Ar の確率 P(Ar)
がほぼ exp(-C r4) の速さで減衰するこ
とを示していた．しかし，log P(Ar)/r

4 の
r→∞での極限の存在までは知られてい

なかった．(現在は A.Nishry によって極
限の存在とその値も求められている．)
この零点過程に近い Ginibre 点過程など
のフェルミオン点過程について同様の問
題を考察し，特に中心極限定理と大偏差
原理に関してより詳しい結果を示し，
Sodin-Tsirelson の結果を精密化するこ
とを目的とする． 

 
(2) フェルミオン点過程の一般化の問題：一

次元分布においては二項分布に１パラメ
ータを導入することにより，負の二項分
布や一般化された二項分布に拡張するこ
とができる．この拡張の無限次元化とし
て，フェルミオン点過程をα行列式点過
程と呼ばれる実数の１パラメータαを含
む点過程に拡張する研究を以前行なって
部分的な結果は得たが，まだ完全な結論
には到達していない．この問題は行列式
を一般化したα行列式という行列変数の
関数の正値性の問題と同値である．以前
の研究である範囲のαについては正値性
が証明されており，一方，数値実験など
によりあるパラメータの範囲では一般的
には点過程を構成できないと予想してい
るが，このことを示す反例を見つけるこ
とは正値性を示すとともに考えるべき問
題である． 

 
(3) 解析関数，特にゼータ関数のランダム化

した値の分布：古典的な種々のゼータ関
数の値分布については解析数論において
古くから詳しい研究がなされている．そ
の解析の難しさの一つはゼータ関数がそ
の定義自身にはランダムネスを含まない
ことにある．しかし，一方である種のラ
ンダムネスを内包するという結果も古く
から知られており，そのランダムネスを
特にリーマンのゼータ関数の臨界帯上で
考察するのが目的である． 

 
３．研究の方法 
(1) 研究の背景でも述べたように，ランダム

な解析関数の零点過程がフェルミオン点
過程となる具体的な例がいくつか存在し
ているが，Sodin-Tsirelson が研究した
ランダム解析関数の零点過程はフェルミ
オン点過程ではないことは簡単に確かめ
られる．しかし，一方で Sodin-Tsirelson 
が問題にしている大偏差確率を研究する
上では複素ガウス型ランダム行列の極限
から得られる Ginibre 点過程も似たよう
な振舞いをすることが期待されるので，
Sodin-Tsirelson の零点過程のかわりに
Ginibre 点過程やその他のフェルミオン
点過程の大偏差のからくりを調べる．フ
ェルミオン点過程は点過程が定義されて



 

 

いる空間 R 上のあるラドン測度 dλに関
する２乗可積分な関数空間 L2 (R, dλ)
上の積分核 K(x,y) をもつ非負定値積分
作用素のあるクラスをパラメータとして
持つことが知られている．重要なフェル
ミオン点過程の例はいずれもK(x,y)が正
射影作用素によってあらわされるクラス
に属し，特にランダム行列からの極限定
理に普遍的にあらわれるものは積分核が
具体的にわかっているものも多く，正弦
核，ベッセル核，エアリ核などの特殊関
数によってあらわされる．特に Ginibre 
点過程は複素平面を底空間として，その
上で定義される指数核と複素ガウス測度
に付随するフェルミオン点過程である．
フェルミオン点過程については，点の個
数などの統計的性質が従来の無相関のポ
アソン点過程とは異なる特別な性質を満
たすことが知られている．ポアソンの場
合に比べれば少し取り扱いが難しいが十
分解析可能である．フェルミオン点過程
の場合に，個数分布に関する大偏差の問
題を考えることが具体的な内容の１つで
あるが，大偏差の計算を実行するために
は上記の積分核に対応する積分作用素を
部分領域に制限した作用素の各固有値λ

n(t)の t→∞としたときの詳しい漸近挙
動が必要となる．例えば，ガウシアンユ
ニタリアンサンブルに対応する場合は正
弦核をもつ積分作用素の固有値の問題と
なるが，これはある 2 階の微分作用素の
固有値問題と同値でありその固有関数は
スフェロイダル関数として知られている．
nを固定した場合のλn(t)のt→∞の漸近
挙動は知られているが，ここで必要とさ
れるのはλn(t)の n=at→∞の形の漸近挙
動である．中心極限定理もこの固有値の
漸近挙動が重要な役割を果たすので，固
有値の詳しい情報を調べることが重要に
なる． 

 
(2) フェルミオン点過程は(1)で述べたよう

にある積分作用素 K をパラメータとして
持ちそのラプラス変換はフレドホルム行
列式 Det(I-Kφ)の形をしている. (Kφは 
K から定まるある作用素).このラプラス
変換に Det(I+αKφ)

-1/αのように実数の
１パラメータαを導入すると，形式的に
は一般化された二項分布の点過程版に相
当する点過程のラプラス変換となる．α
=-1 がフェルミオン点過程，α=0 はポア
ソン点過程，α=1 はボゾン点過程を定義
する．しかし，それ以外のαについては
点過程の存在は明らかでない．ここで問
題にしたいのは(あるクラスの) 任意の
非負定値な作用素に対して，ラプラス変
換が Det(I+αKφ)-1/αとなるような点過

程が存在するαの範囲を完全に決定する
ことにある．この問題は前述のように，
行列式の一般化であるα行列式が任意の
非負定値行列に対して非負になるような
あるαの範囲を決定することに帰着され
る．前年度までの研究から，実対称行列
の場合にはα>2，エルミート対称の場合
はα>1においては一般的には上記問題は
否定的に解決されることを予想している． 

 

(3) リーマンゼータ関数の臨界線上の値分布
は様々な研究がなされている．特に平均
値の理論は古くから様々な結果が得られ
ている．平均値の理論とは臨界線上でゼ
ータ関数のベキを積分することにより平
滑化を行ない解析を容易にするテクニッ
クと考えられる．これは，確率論的に言
えば一様確率変数をゼータ関数に代入し
て平均したことに相当する．一方，
Lifshits-Weberらによりコーシーランダ
ムウォークをゼータ関数に代入して平均
化するという手法も研究されている．本
研究ではさらにこの結果の拡張となるα
対称安定過程によって平均化する場合の
結果について考察する． 

 

４．研究成果 
(1) Ginibre 点過程の線形統計量に関する分

散の退化性：Ginibre 点過程は複素平面
における点過程の中で平行移動と回転に
関して不変な点過程の重要な一例であり，
複素正方行列で各成分が独立な標準複素
ガウス分布に従うランダム行列の固有多
項式，つまりガウス型のランダムな解析
関数の零点過程の行列サイズ無限大の極
限として得られるものである．この点過
程は指数核の行列式を用いて相関関数が
あらわされる行列式点過程の典型的であ
り，また物理的には特別な温度における
２次元の電荷のモデルとして知られ，そ
の詳しい性質を調べることは物理的にも
意味がある．以前からの研究で Ginibre 
点過程のある半径の円内に含まれる固有
値の個数という統計量について，半径が
無限大での極限の様子を大偏差原理の立
場から調べ，大偏差のオーダーが無相関
のポアソン点過程であらわれるものとは
違うことを示し，さらにその漸近係数を
レート関数の形で完全に決定した．同様
に同じ量の分散が半径の 1/2 乗分退化し
ていることも示した．本研究では固有値
の個数のみならず，固有値の原点からの
距離のベキとその角度に付随する振動項
との積としてあらわされる統計量とその
摂動に関する分散の漸近挙動を調べて，
同様の退化があらわれることを示した．



 

 

この結果とその一般化は，Ginibre 点過
程を可逆測度とするダイナミクスを無限
次元のダイソン型確率微分方程式の解を
定義する際に，そのドリフト項を制御す
るために必要となる重要な評価である．
さらに一般のフェルミオン点過程につい
て同様の研究を行っていくことはダイソ
ンモデル以外（例えばエアリー過程など）
の研究をさらに進めていくために重要な
課題である． 

 

(2) ゼータ関数の臨界線上のランダムサンプ
リング：リーマンゼータ関数の臨界線上
でα安定過程Snを走らせてその路に沿っ
てゼータ関数の値のサンプリング平均を
考える．つまり，ζn=ζ(1/2+i Sn)のチェ
ザロ和を考える．特にその平均 Eζn はα
によらず 1 に収束することが簡単な計算
よりわかる．この収束のもう少し詳しい
オーダーと確率変数ζn の分散を調べる
ことが以降の解析にとって重要である．
Lifshits-Weber のコーシーランダムウ
ォークはα=1 の場合に対応するが，その
とき分散は log n になることが示され
ていた．本研究では，1 ≤ α ≤ 2 の場合
に，平均が 1 + O(n-1/α), 分散は O(log 
n), ζn とζｍの共分散が O(m-1/α)(n≥m)
となることを示した．このことにより平
均化した確率変数∑k=1

n ζk が確率１で
n+ O(n1-1/2α (log n)b) という漸近挙動を
することを示した．1 ≤ α ≤ 2 の場合は
安定過程が再帰的な場合に対応するが，
引き続き，0 < α < 1 の場合，つまり非
再帰的な場合についてこの研究をしてい
くことは，リンデレーフ予想を視野にし
たとき重要な研究課題となる． 
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