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研究成果の概要：elation 群を使って, 対称横断デザインを縮小する方法をつくった。この 
方法を使って, STD_2[12;6]が非自明な elation を持たないことを示した。クラスサイズ 3の 
GL正則 STDの分類をブロックサイズ 18までした。位数 12の射影平面が位数 8の自己同型 
群を持たないことと, 位数 9の巡回自己同型群を持たないことを示した。 
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１．研究開始当初の背景 
有限射影平面の位数は素数べきであるとい
う有名な予想がある。この予想の根拠となる
定理は Bruck and Ryser の定理である。しか
しながら, この定理で非存在が言えない有
限射影平面の位数は無限に多くある。存在・
非存在がわかっていない一番小さい有限射
影平面の位数は 12 である。位数 12 の射影平
面の研究 1980 年代から Z. Janko と T. van 
Trung によって開始された。ただ彼らの研究
は 1980 年代に中止してしまった。その問題
の難しさからそうなったのであろう。この研
究には, K. Horvatic-Baldasar と E. Kramea 
と I. Matulic-Bedenic の 3 人組みも加わり

(彼ら 3人組みは位数 12の射影平面について
2 編(1986,1987)の論文を書いた), 最終的に
得られた結果は次の通りである。Gを位数 12
の射影平面の自己同型群とする。G の位数は
16 の約数かまたは, 9 の約数である。筆者は
2004 年の論文で位数 12 の射影平面が存在す
るならば, 位数が偶数の部分群の位数は 8の
約数であることを示した。ここで使った事実
は, 位数 2 の自己同型を持つ位数 12 の射影
平面が存在すれば, 対称横断デザイン
STD_2[12;6]が存在するということである。
筆者は対称横断デザインとの関係で有限射
影平面を研究しようと考えた。これは新しい
発想であると思う。従来の位数 12 の射影平
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面の研究では, 対称横断デザインは意識さ
れていなかった。また, 対称横断デザインを
独自に研究するのも面白いと思った。クラス
正則な対称横断デザインは一般アダマール
行列が対応するが, クラス正則という制限
を取り払って対称横断デザインを研究すべ
きだと思った。 
 
 
２．研究の目的 
(1) STD_2[12;6]の自己同型群の可能性を調
べる。 
(2) 対称横断デザインの elation group を使
った対称横断デザインの縮小について調べ
る。 
(3) クラスサイズ 3 の対称横断デザインを 2
種類の半正則性を持つ自己同型群(GLと LO) 
を仮定して調べる。 
(4) 対称横断デザインの研究結果を有限射影
平面の研究に使う。 
 
 
３．研究の方法 
(1) STD_2[12;6]の素数位数の自己同型の可
能性を調べる。 
(2) 位数 4 の自己同型群が点とブロックの上
で半正則に作用する STD_2[12;6]が存在する
かどうかを調べる。この結果を使って, 位数
12の射影平面自己同型群の可能性調べる。 
(3) 対称分割デザインの elation group を使
った対称分割デザインの縮小を調べる。これ
を対称横断デザインに当てはめてみる。 
(4) GH正則で LO正則でないクラスサイズ 3
の対称横断デザインを構成してみせる。 
(5) 対称横断デザインの枠組みを超えて, 位
数１2 の射影平面の自己同型群の可能性を調
べる。このために自己同型群の群環を使う。 
 
 
４．研究成果 
(1) πを有限射影平面とする。B をπの点集
合のある部分集合とする。このとき, πの全
ての直線がBと交わる場合, Bをblocking set
という。ただし, B はπのいかなる直線も含
まないものとする。更にこの Bが次の条件を
満たすとき, Bを blocking semioval という。 
Bの任意の点Pに対して, Pを通る直線 lで, l
が Bと Pでのみ交わるようなものが唯一つ 
存在する。Blocking semioval の研究は 2000
年から, J.M.Dover により研究が開始された。 
位数 9の射影平面は完全に分類されていて丁
度 4個ある。この 4つの平面において, ある
タイプの blocking semioval を調べた。 
位数 9 の任意の射影平面において, 8 点で

交わる blocking semioval のサイズの可能
性を完全に決定した。Dover の結果によると, 
20≦(S のサイズ)≦24 であるが, この不等式

が21≦(Sのサイズ)≦24に強められることを
示した。特にデザルグ平面の場合は末竹の
2000 年の論文で示された結果を使うと, 22
≦(Sのサイズ)≦24となっている。 

 
(2) 位数 4 の自己同型群が STD_2[12;6]の点
とブロックの上で半正則に作用するような
ものは存在しないことを示した。更にこれを
位数 12 の射影平面に適用し, 次の結果を得
た。位数 12 の射影平面の自己同型群の位数
の可能性は, 1,2,3,4,9 である。更に, 位数が
9 の自己同型群は巡回群であるか, または基
本可換群である。その他の場合は, 自己同型
群はすべて巡回群である。 
 
(3) (2)の結果を得るために, 一般の対称横断
デザインにおける自己同型に関する軌道定
理をつくった。それは次の等式である。fを 
対称デザイン Dの自己同型とする。このとき, 
(f が不変にする点クラスの個数)+(f が固定
するブロックの個数)=(f が不変にするブロ
ッククラスの個数)+(f が固定する点の個数)。 
この定理から次の定理を得た。Gを対称横断
デザイン Dの自己同型群とする。このとき,  
(G の点クラスたちの上の軌道の個数)+(G の
ブロックたちの上の軌道の個数)=(G のブロ
ッククラスたちの上の軌道の個数)+(G の点
たちの上の軌道の個数)。 
これは有限射影平面の自己同型の軌道定
理の部分的一般化になっている。この対称横
断デザインにおけるこれら 2つ軌道定理はそ
の自己同型群の形を解析するときに有効な
道具となり得る。この定理だけを見ても興味
ある結果である。 
 
(4) クラスサイズ 3の GL 正則対称横断デザ
イン Dの分類をブロックサイズが 18 まで分
類した。ここで, GL 正則を引き起こす自己同 
型群を Kとし, k を D のブロックサイズとす
る。k=6,15,18 の場合は Dは存在しない。 
k=3 の場合は, (D,K)は 1 種類しかない。k=9
の場合は, (D,K)は 4 種類ある。k=12 の場合
は, (D,K)は 3 種類ある。 
更に点とブロックの上に正則に作用する
自己同型群を持つ STD_7[21;3]を構成した。 
また, GL 正則であるが, LO 正則でないクラ
スサイズ 3の対称横断デザインが無限個作れ
ることを示した。 
 GL 正則と言う条件をつけなければ
STD_6[18;3]は存在するので, GL 正則という
条件は強すぎると考えられる。 
 
(5) (4)の研究の反省を受けて, 2008 年から 
全 elation group を含む半正則自己同型群 G
を持つ class regular 対称横断デザイン(一
般アダマール行列が対応する対称横断デザ
イン)の研究を開始した。まず, この対称横



 

 

断デザインを群環 Z[G]で特徴づけた。次に 
位数 9の自己同型群でこのような性質を持つ 
STD_6[18;3]と STD_7[21;3]を完全に決定し
た。前者は 20 個あり, 後者は 3個あること
がわかった。STD_6[18;3]の個数をみれば, 
(4)の研究が飛躍的に改善されたことがわか
る。これら 20 個の対称横断デザインは既知
の 2つの対称横断デザインから作られたもの
が多いと思うが, 実際には調べていない。
STD_7[21;]については, 1991 年に B. Brock 
と A. Murray によって初めて発見された。 
彼らは 3つの位数 3の群の上でサイズ 21 の 
一般アダマール行列を構成した。これらに対
応する非同型な対称横断デザイ STD_7[21;3]
は 2 個しかない。2005 年に筆者はそれらとは
同型でない位数 21 の自己同型群を持つ
STD_7[21;3]を構成した。実はこの
STD_7[21;3]は(4)で述べた STD_7[21;3]であ
ることがわかった。上記の後者の残り 2個の 
STD_7[21;3]は新しいものである。この研究
では, これらの STD_6[18;3]と STD_7[21;3]
の全自己同型群の位数と, それらの点クラ
スたちの上とブロッククラスたちの上での
軌道構造も決定した。この研究は論文の形に
して, 現在投稿中である。この研究は現在平
峰豊氏により, 対称性を仮定しない横断デ
ザインで一般化がなされており, 多くの新
しい横断デザインが構成されたと聞いてい
る。従って, ここで述べた研究は, 一つの飛
躍をもたらしたと考えている。 
 
(6) 位数 9の巡回群を自己同型群として持つ
位数 12 の射影平面が存在しないことを示し
た。また planar である位数 9の自己同型群
を持つ位数 12 の射影平面が存在しないこと
を示した。Planar の定義を述べておく。Gを
有限射影平面πの自己同型群とする。このと
き, もし Gによって固定される点と直線がつ
くる部分構造がπの部分平面になるならば, 
G は planar と呼ばれる。従って, 位数１2の
射影平面の位数 9の自己同型群は基本可換群
で, planar でない。 
 
(7) STD_2[12;6]の存在・非存在はわかって 
いない。そもそもクラスサイズが素数ベキで
ない対称横断デザインの存在は知られてい
ない。STD_2[12;6]はそのような対称横断デ
ザインで一番サイズの小さいものである。 
STD_2[12;6]が存在した場合その自己同型群
の可能性を調べた。現時点でわかったことは 
以下の通りである。Gを STD_2[12;6]の任意
の自己同型群とすると, G の位数は 2^a×3^b 
である。ここで, a は非負整数で, b=0,1 で 
ある。b=0,1 であることの証明は煩雑すぎて 
まだ論文として出版されていない。 
 
(8) 対称横断デザインの研究を進めて行く

過程で, 学生等の指導にも役立たせるため
に, (1)から(6)まで述べた結果の概説も含む
「対称横断デザイン入門」というノートをつ
くった。このノートでは, 有限射影平面と関
係する対称横断デザインを主にとりあげた。 
素数ベキでない位数を持つ有限射影平面を
考察する場合, 一般アダマール行列だけに
対応する対称横断デザインを扱うと研究は
進展しない。従って, グラス正則でない対称
横断デザインも含めて扱った。一方, 新しい
一般アダマール行列を見つけるのは興味あ
る問題である。このあたりも意識して書いた。 
ただ筆者の勉強不足からサーベイ的なノー
トにはなっていない。また, 新しいパラメー
タの対称横断デザインを筆者は, 現時点で
は発見していない。このノートの記述を総合
的に観察することにより, 新しいパラメー
タの一般アダマール行列の発見に向けてま
い進したい。 
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