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研究成果の概要（和文）：クローフリーグラフの２因子は一般に連結度の仮定無しに、最小次数

条件のみから得ることができる．本研究では、Ryjacek 閉包を使って、グラフの構造を表す２

因子の問題を線グラフ及びそのプレイメージグラフの問題に置き換え、その構造の解析を行っ

た。 
 
研究成果の概要（英文）：The existence of 2-factors of claw-free graphs can be determined by 
minimum degree condition without connectivity. In this research, by using Ryjacek closure, 
we replace problems on 2-factors in claw-free graphs with 2-factors of line graphs or the 
preimage graphs and analyzed structures of claw-free graphs. 
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研究分野：グラフ理論 
科研費の分科・細目：数学・数学一般（含確率論・統計数学） 
キーワード：線グラフ、クローフリーグラフ、ハミルトンサイクル、２因子、偶グラフ 
 
１．研究開始当初の背景 
本研究者は２００５年度のロンドン大滞在
中に Jackson 教授との共同研究により、クロ
ーフリーグラフの２因子問題と重要なグラ
フの族である３-正則グラフの間に深い関係
があることを発見した。すなわち、Ryjacek
の定理より、クローフリーグラフの Ryjacek
閉包によって三角形フリー（プレイメージグ
ラフと呼ぶ）なグラフの線グラフにすること
が出来ることが知られていたが、Jackson 教

授との共同研究により、プレイメージグラフ
の解析にペテルセンの定理「２辺連結３正則
グラフは２因子を持つ」を利用できることが
発見された。Jackson 教授と本研究者はこの
主張を一般化して、「２辺連結３正則グラフ
は全ての連結成分が４頂点以上からなる２
因子を持つ」及び「３辺連結３正則グラフは
全ての連結成分が５頂点以上からなる２因
子を持つ」を示した。 
 これらの主張はさらに一般のグラフに拡



張することが出来る。すなわち「３正則」と
「２因子」を「グラフ」と「支配的偶グラフ」
に置き換えることが出来ることを証明した。 
 
２．研究の目的 
クローフリーグラフや線グラフの構造を解
析するために、プレイメージグラフの構造を
解明する。特に、最小次数や連結度、及び辺
連結度がグラフの構造にどのように作用す
るかを解明する。クローフリーグラフや線グ
ラフの２因子の存在は、最小次数条件で保証
することが出来、さらにクローフリーグラフ
や線グラフの２因子は、プレイメージグラフ
の支配的な偶グラフに対応している。支配的
な偶グラフの存在は辺連結度と密接な関係
を持っている。この関係をさらに深く解析す
ることによって、最小次数や連結度が相互に
グラフに作用したときに抽出されるグラフ
の構造を解明する。 
 
３．研究の方法 
積極的に海外の研究者を訪問、招へいし、共
同研究を行う。実際、イギリスやフランス、
アメリカ、中国、チェコを訪問し、Broersma
教授や Paulusma 博士、Bondy 教授、Faudree
教授、Xing 教授、Ryjacek 教授と共同研究を
行い、Paulusma 博士（イギリス）、Kuzel 博
士（チェコ）、Brankovic 博士（オーストラリ
ア）、Ryjacek 教授（チェコ）を招へいして共
同研究を行った。また積極的に国際会議に出
席して、講演及び最新の研究結果の収集を行
った。 
 
４．研究成果 
 
（１）イギリス・ダーラム大学を訪問し、
Broersma 教授や Paulusma 博士と共同研究を
行い、本研究者の二つの予想を解決した．す
なわち、任意の最小次数４以上のクローフリ
ーグラフは２因子を持つが、最小次数が５以
上ならば、グラフの位数を n、最小次数をδ
と す る と 、 ２ 因 子 の 成 分 数 の 上 限 は 
max{(n-3)/(δ-1),1} であることを示した．
この上限は、本研究者が構成したグラフの族
からほぼ最良であることが分かっている．ま
た 最 小 次 数 が ４ の 場 合 の 上 限 は 
max{(5n-14)/18,1} であることを解決した．
この上限も本研究者が構成したグラフの族
により、最良であることが分かっている． 
 
（２）アメリカ・メンフィス大学を訪問し、
Faudree 教授らと、クローフリーグラフや線
グラフにおいて２因子と独立点集合がグラ
フの構造に与える影響について共同研究を
行い、以下のような結果を得た．すなわち、
αを最大独立数とすると、クローフリーグラ
フの最小次数が 2n/α-2 以上で位数が 3α

^3/2 以上ならば、任意の最大独立点集合 Sに
対して、全ての連結成分が Sの頂点を丁度一
つずつ含むようなα個のサイクルからなる
２因子が存在する．また、線グラフの場合、
以下のように主張を弱めることによって最
小次数条件を最良値まで下げることに成功
した．すなわち、線グラフの最小次数が７以
上ならば、任意の独立点集合 S に対して、S
の頂点を高々１頂点含むような２因子が存
在する．この最小次数条件はチェコ訪問時に
Ryjacek 教授によって最良であることを示す
例が発見されている．また以下のような興味
深い予想を得た．「最小次数が n/α以上なら
ば、適当な最大独立点集合 Sとα個のサイク
ルからなる２因子が存在し、全てのサイクル
が Sの頂点を含む」．また、「最小次数がα+1
以上ならば、任意の最大独立点集合 Sに対し
て、適当なα個のサイクルからなる２因子が
存在し、全てのサイクルが Sの頂点を含む」．
これらは正しければ最良であることを示す
例を発見した． 
 
（３）中国・北京理工大学及びチェコ・西ボ
ヘミア大学を訪問し、Xing 教授及び Ryjacek
教授と、グラフの閉包と２因子について共同
研究を行った．Ryjacek 教授はクローフリー
グラフや線グラフの著名な研究者で、グラフ
理論の最も有名な予想の一つであるトーマ
ッセン予想とクローフリーグラフのハミル
トン性に関する予想が、Ryjacek 閉包の発見
によってそれらが同値であることを証明し
た．共同研究では Ryjacek 閉包の２因子に役
立つように一般化させた２因子閉包を発見
し、２因子の存在を保存することを証明した． 
 
（４）西ボヘミア大学訪問時、本研究者はク
ローフリーグラフと２因子についての講演
を行った．その際（２）で述べた予想に関し
て、Kaiser 博士が次のような質問を行った．
「ハミルトンサイクルは一つの連結成分か
らなる２因子なので、全てのサイクルが最大
独立点集合の頂点を少なくとも一つ持つよ
うに条件を変えたら最小次数条件を下げら
れるのではないか」．この問題提起は非常に
自然であるが、一般には成り立たないことが
本研究者の例からわかっている．一方、チェ
コからの招へい者である Kuzel博士や小関博
士と本研究者による共同研究によって、連結
度を仮定することによって、この問題を解決
することが出来ることが発見された．すなわ
ち、「クローフリーグラフ G の最小次数が３
以上で k(∈{2,3})連結ならば、任意の最大独
立点集合 Sに対して、適当な２因子が存在し、
各サイクルは Sの頂点を k頂点以上含むよう
に取れる」．このことにより、２因子の連結
成分数の上限を独立数によって押さえるこ
とが出来る。すなわち、独立数は 2n/(δ+2)



を越えることは出来ないので、３連結クロー
フリーグラフはα/2=n/(δ+2)以下の連結成
分からなる２因子を持つことがわかる．この
主張は、Broersma 教授らと共同研究によって
得られた成分数の上限が、連結度を上げるこ
とによって改良することが出来た最初の結
果である。 
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