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研究成果の概要： 
１） 最尤復号の問題に付随する格子イデアルについて調べ，符号が完全符号のときは，復号に

必要なイデアルの次数順序に関するグレブナー基底が，最小重みの符号語だけで完全に決

まることを示した． 
２） 最大流問題を整数計画問題として定式化し，最大流問題に付随する整数計画問題の係数行

列は縮小接続行列のローレンス持ち上げとして得られることから，最大流問題に付随する

トーリックイデアルの普遍グレブナー基底が，有向グラフにおい辺の向きを無視した閉路

に対応する２項式と辺の向きを無視した始点から終点への路に対応する 2 項式全体の和集

合からなることを示した． 
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研究分野：最適化問題，組み合わせ論。 
科研費の分科・細目：数学・数学一般 
キーワード：グレブナー基底，トーリックイデアル，格子イデアル，最尤復号，ネットワーク，

最大流問題，Conti-Traverso のアルゴリズム 
 
 
１．研究開始当初の背景 
多項式環のイデアルのグレブナー基底は，可
換環論や代数幾何学において，様々なアルゴ
リズムを提供するきわめて有用な道具であ
り，近年ではその有用性から標準的な代数学
の教育コースに含まれることも多くなった．
グレブナー基底の有用性は実はそのような
伝統的な数学への応用に留まらない．そのよ
うなものの代表例は Conti と Traverso によ
り開発された整数計画問題を解くためのア

ルゴリズムである．組み合わせ論的な問題の
多くは，整数制約条件によって定められる配
置を数え上げたり，条件をみたす配置の内で
ある目的のために最適なものを選び出す問
題として定式化できるので，整数計画問題を
解くアルゴリズムは極めて広範な組み合わ
せ的な問題に応用が可能となる．本研究を開
始当初は，まず研究代表者の共同研究者であ
る池上大介氏と共同で池上と楫によって開
発されたグレブナー基底を用いて 2元線形符



号の最尤復号を行うアルゴリズムについて，
具体例を用いてその有効性を検証しようと
する試みたことが，この研究を始めるきっか
けであった． 
 
２．研究の目的 
本研究の目的はグレブナー基底を用いて
様々な組み合わせ最適化問題について研究
し，この方法の組み合わせ最適化問題に対す
る有効性を検証することがこの研究の目的
である．取り上げた具体的な組み合わせ最適
化問題としては，本研究のきっかけとなった
2 元線形符号の最尤復号の問題（池上・楫ア
ルゴリズム）と，ネットワーク最適化問題の
代表例である最大流問題である．この二つの
組み合わせ最適化問題について，Asir や
Singular などグレブナー基底計算に特化し
た計算代数システムを使うことにより多く
の例を計算し，そのような例の計算を通じて
グレブナー基底を用いた方法の利点と限界
を明らかにすることが本研究の目的であっ
た． 
 
３．研究の方法 
この研究を始める前に，池上・楫のアルゴリ
スムを用いて 2元線形符号の最尤復号を行う
ために必要となる格子イデアルのグレブナ
ー基底を修士論文の一環として院生に計算
してもらった．計算したのは比較的符号長の
短い BCH 符号である．その計算によってわ
かったことは，このアルゴリズムを適用する
際にもっともネックになるのはグレブナー
基底の計算量だということである．一方で，
グレブナー基底が計算されれば復号の計算
(簡約化の計算)はそれほど大きくはないこと
もわかった．最尤復号に用いるグレブナー基
底の計算量が膨大になり，また当然ながらそ
のグレブナー基底が非常に大きなものにな
るという問題はかなり深刻であり，符号長が
16 や 32 といった実用上使うにはあまりに小
さい符号長をもつ BCH 符号に対しても，そ
の計算時間は 20 時間を超えることもあり，
グレブナー基底に含まれる多項式の数は数
万個にもなった．ここに及んで，我々は，こ
のような復号法の効率を考えることをあき
らめ，復号に使われるグレブナー基底が，考
えている符号にとってどのような数学的な
意味を持つのか考えるという方向へ研究を
向けることとし，そのことによりいくつかの
興味ある成果を得ることができた． 
 ネットワーク最適化問題としての最大流
問題を，整数計画問題として定式化し，その
問題を Conti-Traverso のアルゴリズムに従
って考える際においても，われわれの研究の
方向性は，最尤復号の場合と全く同じであっ
た．実際，最大流問題を整数計画問題として
定式化すると，非常に小さいサイズの玩具問

題でも，その問題に付随するトーリックイデ
アルは大きな数の変数をもち，そのグレブナ
ー基底は非常に大きなサイズとなり，高速で
大きなメモリーをもつ計算機を使い，グレブ
ナー基底の高速計算を開発の大きな目的と
し開発された計算代数システムである Asir 
や Singular をもってしても，その計算は非
常に困難であることがわかる．従って，この
ような問題においても，研究の方向性として
はトーリックイデアルのグレブナー基底が
最大流問題を定義するネットワークにおい
てどのような意味をもつのかということを
調べることとした．そのためには，グレブナ
ー基底の全体が見渡せる程度のサイズの小
さい問題について，トーリックイデアルのグ
レブナー基底を計算し，それを眺めて，それ
がネットワークとどのようにかかわってい
るかを考えるという方法をとった．その結果
いくつかの興味ある成果を得ることができ
た． 
 
４．研究成果 
研究は大きく分けて 3つの分野にまたがるの
で，その成果も 3 つに分けて述べる． 
1）グレブナー基底を用いた 2 元ブロック線
形符号の最尤復号アルゴリズム（池上・楫ア
ルゴリズム）の研究： 
様々なパラメータをもつ 2 元 BCH 符号に対
して，付随する格子イデアルのグレブナー基
底を計算代数システム Asir と Singular を
用いて具体的に計算した．その結果，現在の
コンピュータで計算できるのは符号長 63 程
度であることがわかった．この符号長は実際
に使われている BCH 符号の符号長である
255 または 511 に比べるとかなり小さく，グ
レブナー基底の計算が 63 程度の符号長で破
綻するということから，このようなアルゴリ
ズムを実際のシステムに実装することは非
常に難しいことが明らかとなった．しかし，
このような計算の過程で，情報長が最も短い
BCH 符号（実は Hamming 符号で最小重み
が 3 となる）に対しては，その符号に付随す
る格子イデアルの次数順序に関するグレブ
ナー基底が，最小重みの符号語により表すこ
とができることが観察された．この事実は完
全符号に関する予想として定式化されて，そ
の予想に対して証明を与えることができた．
この結果は，線形符号に付随する格子イデア
ルのグレブナー基底が，線形符号の組み合わ
せ論的な性質を表していることを示唆して
おり，このような結果が他のパラメータを持
つ BCH 符号についても得られれば，数学的
にも興味深いだけではなく，実用上も意味あ
る結果となると思われる．さらに，一般の線
形符号について，付随するイデアルの辞書式
順序に関するグレブナー基底が非常に簡単
な形になることを示すこともできた．この結



果を得るにあたっては大学院生吉武純子の
貢献が大きい．残念ながら，辞書式順序のグ
レブナー基底は，直接的には最尤復号には役
立たないが，考えているイデアルは０次元で
あるので，いわゆる FGLM のグレブナー基
底変換アルゴリズムが適用できて，辞書式順
序のグレブナー基底から次数順序のグレブ
ナー基底を求めることができる．この方向で
の研究についてはまだ全く手がついていな
いが将来の課題としては重要であると考え
ている． 
 
2) トーリックイデアルのグレブナー基底を

用いた最大流問題の解析： 
まず，グラフ上のネットワーク最適化問題の
代表例である最大流問題を標準形の整数計
画問題として定式化した．この定式化にあた
ってはネットワークを定義するグラフの接
続行列から視点と終点に対応する行を除い
た行列が重要な役割を果たすことがわかっ
た．そのような行列をここでは縮小接続行列
と呼ぶことにする（この銘々は大学院生宮城
奈津子による）．最大流問題を整数計画問題
として定式化した際の係数行列は，縮小接続
行列のローレンスリフトであることがわか
った．そこでまず，まず我々は縮小接続行列
で定義されるとーリックイデアルについて
研究することとした．まず，そのようなトー
リックイデアルの生成元を求めることにな
るが，そのためには縮小接続行列の整数核の
生成元を求めることが必要であった．我々は
まずそのような整数核の生成元が，グラフの
始点から終点に至る路に対応する接続ベク
トルからなることを示した．さらに，
Sturmfels らの結果を用いると，縮小接続行
列に付随するトーリックイデアルの生成系
は，始点から終点に至る路に対応する接続ベ
クトルから作られる 2 項式だけからなり，飽
和商を求める必要がないこともわかった．以
上の結果は共同研究者池上大介と大学院生
宮城奈津子の協力によって得られ，北海道大
学で行われた 2007 年度応用数理学会年会で
発表された．発表者宮城奈津子は若手講演者
賞を受賞している．残された問題は最大流問
題に付随するトーリックイデアルの生成元
またはグレブナー基底をネットワークの言
葉で特徴づけることであった．すでに述べた
ように，最大流問題の係数行列は縮小接続行
列のローレンスリフトであり，さらに，縮小
接続行列は全ユニモジュラー行列であるか
ら，良く知られている一般論からそのような
トーリックイデアルの極小生成元が，普遍グ
レブナー基底になることがわかる．従って残
る問題は一つの極小生成元を求めることに
なるが，それについては，いくつかの例の計
算によって，そのような極小生成元（ある単
項式順序に関する被約グレブナー基底）が，

グラフの向き付けを無視した場合の，閉路に
対応する 2 項式全体と，始点から終点に至る
路に対応する 2項式全体の和集合に一致する
ことが予想された．この興味ある予想は池上
大介と大学院生渡辺扇之介の協力により，マ
トロイド的議論を経て完全に証明され，東京
大学柏キャンパスで開かれた 2008 年度応用
数理学科年会で発表された． 
 
3) 整数計画法を用いた RNA 結合 2 次構造

予測: 
シュードノットなしの RNA 結合 2 次構造予
測の問題は，2 次構造を構成する塩基対の水
素結合のエネルギーの総和を最小化する組
み合わせ最適化問題と考えられ，ダイナミカ
ルプログラミング等の手法を用いて解くこ
とができる．我々は，京都大学情報学研究科
の加藤有己の協力を得て，このような結合 2
次構造予測の問題を整数計画問題として定
式化し，この整数計画問題を最近著しく開発
が進んでいる商用の最適化ソルバーを用い
て解くことを試みた．用いたソルバーはアイ
ログ社製の CPLEX である．とくべき整数計
画問題はかなり大きなものとなり。実際に解
ける問題のサイズには限界があることもわ
かったが，一定程度の有効性は検証できた． 
このような方法の利点として，問題の条件の
変更などに柔軟に対応できることがあるこ
とを考えると，我々の方法はそれなりに有効
であることがたしかめられたといってよい
と思う．実際は，この研究成果は，本研究の
目的とは直接関係はないが，この問題は整数
計画として定式化される興味ある組み合わ
せ最適化問題の例となっており，グレブナー
基底を用いる方法が使えることになる．しか
し，その場合計算量は非常に大きくなること
が予想されるので実用性は疑わしい，しかし
本研究のようなアプローチにより問題の構
造が見えてくる可能性もあると考えられる．
このような研究の方向性は次の課題として
重要であると思われる． 
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