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研究成果の概要：本研究の目的は，実数のデジタル表示にともなうコンパクト化の考察であっ
た．とくに，連続なスケーリングを許すような数体系と，この上の同次コサイクルを考察し，
興味あるフラクタル関数や自己相似確率過程を導いた．また，派生した問題である一様集合の
解析で顕著な結果が得られた． 
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１． 研究開始当初の背景 

 

釜江はIsrael Journal of Mathematics（1998

年）において，weighted substitutionに基づ

くcolored tiling spaceの概念をはじめて導

入した．これが後に定式化されるnumeration 

systemである．Indagationes Mathematicae（1

999年）において，1/2次の自己相似性をもつ

無相関であるが決定的な確率過程N-過程が考

察されブラウン運動とは異なるモデルでの予

測問題が提起された． 

 

２． 研究の目的 

 
numeration system という言葉は本来実数の

デジタル化を意味するが，デジタル化にはコ

ンパクト化が付随する．ここでは，結果とし

てのコンパクト化に焦点を当てる．このよう

なコンパクト化として，colored tiling  

spaceが考察される．この上のhomogeneous  

cocycleはフラクタル関数および決定的（すな

わち，エントロピー０の）自己相似確率過程

を与える．これらのスペクトルや数論的性質

を調べることと，その応用が研究目的である． 

 

３． 研究の方法 

 

一般に numeration system とは以下のよう

な空間 W と定義する．ただし，Gは +R の乗

法に関する自明でない閉部分群とする． 
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(1) W は2点以上を含むcompact  

metrizable space であり，Rが加法的に作

用し，Gが乗法的に作用している． WÎw へ

の Rt Î の加法的作用， GÎl の乗法的作用

は lww ,t+ と記される．また,これらの作用

は連続であり，分配則 ( ) tt llwwl +=+ が

成立する． 

(2) W への Rの加法的作用はminimalで，か

つuniquely ergodic である．この唯一の確

率不変測度は平衡測度と呼ばれ Wm と記され

る．また，加法的作用の位相的エントロピー

は0となる． 

(3) W への GÎl の乗法的作用は位相的エ

ントロピー llog を持つ．さらに， Wm は乗

法的作用に関しても不変で，かつ位相的エ

ントロピーを達成する唯一の不変確率測度

である． 

 
numeration system W は， R上でdigital

表示を用いて与えられる連続関数を考え

る際の自然なコンパクト化であり，このよ

うな関数のW上への拡張はコサイクルと

して与えられる．コサイクル Fとは R´W
からC への連続な写像で，任意の

Rts ÎWÎ ,,w に対して

),(),(),( stFtFstF ++=+ www を満たす

ものである．コサイクル Fがa -同次

)( CÎa であるとは，任意の Rt ÎWÎ ,w お

よび GÎl に対して ),(),( tFtF walllw =
が成立することをいう．自明でないa -同

次コサイクル ),( tF w はw を固定して見れ

ばa 次のフラクタル関数となる（ただし，

1)Re(0 << a )．さらに， += RG となるW
上のa -同次コサイクル ),( tF w は確率空

間 ),( WW m 上のa -self-similar process

を与える．また，W の中の整数に制限した

a -同次コサイクル（ただし， 0)Re( <a ）

はコバウンダリーとなり，これによる像は

Rauzy Fractalとよばれるフラクタル図形

を与える． 

 

空でない有限集合 A上のweighted  

substitution ),( ts とは， Aから
n

n
n

A )1,0(2 ´¥
= への写像で

)(1)( Aai ia Î"=å t を満たすものを意味す

る．ここで，s は通常の意味で A上の 

subtitution となるが，primitiveであるこ

とを仮定する．また，t はweightと呼ばれる． 

 

上半平面H の開長方形集合

)2121 ,(),( yyxx ´ は 121 xxy -= を満たすと

きadmissible tileと呼ばれる．  

admissible tileの全体をXと記す． ),( ts

に対応するcolored tiling  

space ),( tsW とは， A´X の部分集合

});,{( IiiaiS Î で };{ IiiS Î は H のtiling 

(partition)であり，tile 間のlocal  

connection rule が ),( ts で与えられるも

のの全体を意味する． ia はtile iS のcolor

と呼ばれる． 

 
),( tsw WÎ に対して，colored tiling w の

すべてのtileを左に t移動してできるcolored

tilingを t+w ， l倍してできる colored  

tilingを lw と定義すると，これらは ),( tsW
への加法的，乗法的作用となる．あらゆる有

界領域でのcolored tiling間のHausdorff  

metricの収束を位相として ),( tsW に導入す

る．また， aia
n =)(s となる inAa ,,Î に対

応するweight ian )(t の全体から生成される

+R の閉部分群を ),( ts のbase setと呼び

),( tsB と 記 す ． こ の と き ， ),( tsW は

),( tsBG = を満たすnumeration systemとな

る．このような numeration systemを研究す

ることで，一般化された自己アファイン関数

の研究と応用を遂行した． 

 

４． 研究成果 

 

本来の目的であるnumeration systemに関し

ては，weighted substitutionから定まる 

colored tiling spaceにおいて加法演算がい

つ強混合的か，いつ弱混合的かという問題を

解決した． 

 

定理１ 強混合的であるための必要十分条件

は，base setが +R となることとことである．

また，このとき，加法演算はルベークスペク

トルをもつ．さらに，弱混合的でないための

必要十分条件はbase setがPisot数 1>l を用

い{ }Znn Î;l と書けることである． 

 

また，N-過程の性質とその応用面で成果があ

った．N-過程は特定のweighted substitution

から定まるcolored tiling space上の(1/2)-

次同次コサイクルとして定義される確率過程

で，(1/2)-次自己相似かつ無相関なものであ

る．この意味でブラウン運動と類似している

が，ブラウン運動の場合エントロピーが¥で

あるのに反し，0となるものである．N-過程を

基礎とした，確率過程で株価変動のモデルを

作った．ここにおいては，近未来予測が時間

差 tD の誤差で行える． 

ブラウン運動の場合は tD となる． 

 

さらに，派生した問題，合同な図形をいくつ



か重ね合わせるとき，これらが定める分割の

個数をいかに大きくするかという問題が考察

された． 

 

可算無限集合S上への0または1の配置の全体

は S}1,0{ と表される． S}1,0{ の空でない閉集

合Wの「大きさ」を測る最も素朴な量は複雑

さ(complexity)，すなわち， W=W SSp p#:)( と

定義される，Sの有限部分集合 Sに依存する

関数 )(SpW である．ここで， #は集合の元の

個数， S
S }1,0{}1,0{: ®Sp は射影（S上の配

置の S上への制限）を表す．この量は詳細す

ぎるため一般には実用的でない． Sへの依存

を減らすため，最大型複雑さ(maximal  

pattern complexity)，すなわち，

=W :)(* kp )(sup# SpkS W= と定義される

,...2,1=k の関数 )(* kpW が導入される． 

W が一様集合(uniform set)であるとは，

)(SpW が S# のみの関数となることをいう．

このとき， kS =# となる任意の Sを用いて，

)()( Spkp WW = と定義される ,...2,1=k の関

数 )(kpW を一様集合Wの一様複雑さ 

(uniform complexity)と呼ぶ．このとき，当

然 )()( * kpkp WW = が成立する．一様集合は以

下に述べる最適位置または最適窓から自然に

導入される．  

 

位相空間 X 上の連続変換が作る作用群（また

は半群）Gと X の部分集合Dを考える．この

とき， };{ 1 GgDg Î- に属す集合を k 個重ね

合わせて得られる空間 X の分割の個数を最大

にすることを考える．この最大値を )(*
,, kp DGX

と記す．すなわち，

});({#sup)( 1
#,

*
,, SgDgkp kSGSDGX ÎÃ= -

=Ì ．

ここで， )(BÃ は X の部分集合族 Bが定める

X 上の分割を意味する．Gの可算無限集合S
が ),,( DGX に関して最適位置(optimal pos

ition)であるとは，任意の k と kS =# を満た

すSの任意の部分集合 Sが
=ÎÃ - });({# 1 SgDg )(*

,, kp DGX を満たすこ

とをいう．このとき， XxÎ の元には

Dx 1-Îs か否かによって 1)( =sw または0と

定義することにより SÎ }1,0{w が定まる．これ

をSによる XxÎ の名と呼ぶ．このような名

の全体の閉包 SÌW }1,0{ は最適位置Sの名集

合と呼ばれ，一様集合となる． 

 

すなわち，{0,1}の無限直積空間内の閉集合で，

それを有限座標のみで見るとき，そのサイズ

は，座標の個数だけに依存する集合が一様集

合である．このとき，このサイズを座標個数

の関数と見て，一様複雑さと呼ぶ．その後の

研究で，一様集合の構造，一様複雑さの特徴

付けについて，以下の顕著な結果が得られた． 

 

},...2,1,0{=N とする．空でない閉集合
N}1,0{ÌW が超定常集合(super-stationary 

set)であるとは， N の任意の無限部分集合

}...{ 210 <<<= MMMM に対して

W=W ][M が成立することをいう．ここで，
NM }1,0{][ Îw を )()]([ nMnM ww = と定義し

た上で }];[{:][ WÎ=W ww MM と定義する．超

定常集合は W=W=W ,...}]2,1[{T なので定常で

ある．  

 

閉集合
SÌW }1,0{ が与えられたとき，単射

S®N:y で
N}1,0{ÌW y が超定常集合と

なるものが存在するとき， yW の同型類

][ yW をWの素因子(primitive factor)と

呼ぶ．ここで，２つの超定常集合が同型であ

るとは，等距離変換で互いに移り合うことを

いう．すなわち，W とLが同型であるとは，

すべてのnに対して， )()...1()0( nwww と

))(()...1)(()0)(( nfff www がお互いを定めるよ

うな全単射 L®W:f が存在することをいう．

以下のことが知られている． 

 

定理２ すべての一様集合は少なくとも一つ

の素因子をもつ．したがって，すべての一様

複雑さは超定常集合によって実現される． 

 

}1,0{ の空列以外の有限列全体を
+}1,0{ と記す．

+Î }1,0{x と N}1,0{Îw に対して，N の有限集

合 }...{ 21 ksssS <<<= が存在し，

)()...()( 21 ksss wwwx = となるとき wx << と

記す．また， wx << を満たさない N}1,0{Îw
の全体を )(xÁ と記す．

N}1,0{=W は超定常集

合であるが，これ以外の超定常集合は以下の

ように特徴付けられる． 

 

定理３ 
N}1,0{ 以外の超定常集合の全体は，

+}1,0{ の空でない有限部分集合Xが存在して，

)(xx ÁÈ XÎ と書ける集合の全体と一致する．

また，
N}1,0{ 以外の超定常集合Wの一様複雑

さ )(kpW の値は，有限個の kを除いて，ある k
の多項式で与えられる． 
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