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研究成果の概要：合成作用素の従来の研究をもとに，スペクトル保存写像と合成作用素の関連

を調べた．そして，単位的な半単純可換バナッハ環の間で，乗法的にスペクトルを保存する全

射の写像が，合成作用素に似た形で表現できることを証明した．さらに，末梢スペクトルの保

存でも同様の結果を導いた．これらは，バナッハ環の保存問題への部分解答である．また，バ

ナッハ空間上のシフト作用素の研究や，ハイヤーズ・ウラム安定性の応用面の開拓なども行っ

た． 
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１．研究開始当初の背景 
 
「合成作用素(composition operator)」の

研究は，1960 年代後半の E.A.Nordgren や 
H.J.Schwartz らの結果に始まり，それ以降，
世界的に広まった。とくに，1990 年代以降の
発展が目覚しい．その研究の目的は，様々な
関数空間（ハーディ空間･バーグマン空間･ル
ベーグ空間･関数環など）において，合成作
用素 Ｃφ：ｆ→ f оφ の「作用素としての
性質」を調べることである．これは，合成と

いう演算の性質を調べることで，素朴な動機
に基いている．とはいっても，関数空間自体
に合成という演算がなじみにくい傾向があ
り，いくつかの難点が未解決問題になってい
る．これらは，多くの研究者の興味の的にな
り，活発に研究されてきた．高木（研究代表
者）も同じく，いくつかの関数空間や関数環
において，合成作用素の性質（とくに，有界
性・コンパクト性・フレドホルム性・スペク
トルなど）を調べてきた． 
 そのような研究の中で，合成作用素の「作
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用素としての性質」以前に，「その形のもた
らす結果（保存性）」に面白さを感じてきた．
いろいろな関数空間において，合成作用素は，
和･スカラー積の他に，積･値域･スペクトル
などを保存するのである．振り返ると，次の
ような周知の事実があった． 
(1) ２つの関数環の間で，和･スカラー積･
積を保存する全射の写像(準同型写像)
は，合成作用素を用いて表現できる. 

(2) 様々な関数空間の間で，和･スカラー
積･ノルムを保存する全射の写像(等長
作用素)は，荷重合成作用素の形をとる． 

(3) ２つの関数環の間で，和･積を保存す
る全射の写像(環準同型写像)が，合成作
用素を用いて表現できる． 

これらの事実が発見された頃は，合成作用素
の研究が広まっておらず，事実自体「合成作
用素」という言葉を用いずに語られていた．
つまり，合成作用素を意識していなかったの
である．しかし，合成作用素の研究がすすん
だ今，この種の研究に，新たな観点が生まれ
ないか，という思いがくすぶっていた． 
 そんな中の 2002 年，L. Molnar が，次の定
理を証明した: 
 定理： 第一可算公理を満たすコンパクト･

ハウスドルフ空間 X 上の連続関数環 
C(X) の間で，乗法的にスペクトルを保
存する全射の写像は，合成作用素を用い
て表現できる． 

この定理のような「スペクトル保存写像」の
研究は，「バナッハ環の保存問題」と関連し，
非常に重要な話題である．この結果に触発さ
れ，以前からくすぶっていた前述の動機が，
強まってきた．こうした経緯から，今回の研
究課題「合成作用素とスペクトル保存問題の
研究」を始めるに至った． 
 
 
２．研究の目的 
 
 「保存問題」の歴史は古く，バナッハ環の
研究が始まった頃には，次のような問題が自
然に発せられた． 
 保存問題： ２つのバナッハ環の間の写像

が，ある性質を保存するとき，他の性質
が自動的に保存されるだろうか？ 

この問題は，具体的にいくつもの設定ができ，
それぞれに重要な問題になる．前項で述べた
L. Molnar の結果は，そのひとつの解答であ
る．高木は，これを「合成作用素」という観
点から見て，発展の予感がした．そして，そ
の予感から，「保存問題」に新しい視点がで
きたと確信した．つまり， 

「合成作用素」という観点を通して， 
「保存問題」を解決していこう 

というのである．これが，この研究課題の目
的である． 

 この研究課題では，合成作用素の従来の研
究によって蓄積された成果や技術が活かさ
れる．そのため，合成作用素の研究の発展も
目的に含めている．新たな視点によって，「合
成作用素の研究」と「保存問題の研究」の両
方に，進展をもたらすことをねらっている． 
 また，近辺分野の研究者との情報交換や打
合せにより，関数環論やバナッハ環論の研究
の発展につながることも視野に入れている． 
 
 
３．研究の方法 
 
この研究は，連続関数環 C(X) に関する L. 

Molnar の結果が端緒になっているが，その根
底にバナッハ環の保存問題を意識している
ので，関数環論やバナッハ環論の舞台にのる．
とくに，関数環論では，尖点や Choquet 境界
の理論，また，バナッハ環論では，それらの
拡張方法など，必須の調査事項がたくさんあ
る．これらの内容は，数学の多くの分野と共
有部分をもち，様々なアイディアが盛り込ま
れるので，関連分野で活躍する専門家の知識
や技量を活かすことが必要になる． 必然的
に，この研究は共同研究の形をとる． 
そこで，次のメンバーによる共同研究の体

制をとった．それが，もっとも有効と考えた
からである． 
 (1) 髙木啓行（代表者）：これまでに行っ

てきた「合成作用素」の研究の成果や技
術を活かし，この研究課題に臨む． 

 (2) 高橋眞映（分担者）：高木は，これま
でに，Hyers-Ulam 安定性問題や Hua 型不
等式の研究などで，高橋氏と共同研究を
すすめてきた．高橋－高木の共同研究体
制は準備万全である．この研究課題では，
高橋氏のバナッハ環の研究経歴を活か
した． 

 (3) 三浦毅（山形大･理工）：高橋氏のいる
山形大には三浦毅氏がいて，私の研究仲
間である．三浦氏は，環準同型写像に精
通していて，その知識がこの研究課題に
直接結びつく． 

 (4) 羽鳥理（新潟大･理）：羽鳥氏は，高橋
氏の研究仲間であり，高木の先輩である．
この研究課題は，羽鳥氏なしではすすめ
られない面が多く，実際に成果を上げる
のに，重要な役割を担ってくれた． 

以上のような役割分担で，この研究課題の研
究をすすめた．それぞれに不可欠な役割を果
たし，おのおのの研究分野においても，同時
に発展が見られた．そのうち，高木･高橋に
関するものは，この研究課題の範疇である． 
 以上の４名は，いろいろな会合で出会って
は，研究打合せを行った．また，次のような
研究集会を開催し，参加者との討論で多くの
ものを得た． 



 「米沢数学セミナー」：2006 年 7 月，2007
年 7 月，2008 年 7 月，以上，山形大･工
（高橋･三浦主催）． 

「関数環研究集会」：2006 年 12 月，岩手医
科大（羽鳥･飯田安保氏主催），2007 年
11 月，信州大･理（高木主催），2008 年
11 月，山形大･工（高木･三浦主催）。 

「つくばセミナー」：2006 年 11 月，2007
年 11 月，2009 年 3 月，以上，筑波大学
（川村一宏氏主催/ 高橋･羽鳥･三浦･高
木が協力） 

 
 
４．研究成果 
 
 まず，前述の L. Molnar の結果の一般化を
行った．実際は，「定義域 X が第一可算公理
を満たすこと」や「連続関数環 C(X) に限る
こと」などを一般化し，「関数環」という設
定で，同様の定理を得た．正確に述べると，
次のとおりである． 
定理：２つの関数環の間で，乗法的に値域

を保存する全射の写像は，合成作用素を
用いて表現できる． 

われわれとは独立に，Rao and Roy は，乗法
的にスペクトルを保存する写像について，同
様の結果を導いた．しかし，われわれの結果
は，それを含むものである．Rao and Roy は，
その後，末梢スペクトルの保存などにも触れ
ているので，われわれもそれに倣って，同様
の結果を研究した． 
 次に，関数環を一般のバナッハ環に拡張す
る試みをした．上の定理では，関数環の道具
（とくに，尖点や Choquet 境界など）が重要
な役割を果たすので，それをそのままバナッ
ハ環の設定に移すことはできない．そこで，
単位的な半単純可換バナッハ環において，わ
れわれの方法を活かすことを考えた．その結
果は，次のように述べられる． 
 定理: ２つの単位的な半単純バナッハ環

の間で，乗法的にスペクトルを保存する
全射の写像は，準同型写像を用いて表現
できる． 

 さらに，われわれは，これらの結果の吟味
も行った．実際，上記の定理の「全射」の仮
定が決定的で，この条件が落とせない反例を
あげた．また，「乗法的なスペクトル保存」
を，「加法的なスペクトル保存」「乗法的にス
ペクトル縮小」などに変更した場合の考察も
行った． 
 また，われわれは，バナッハ環の保存問題
を意識しているので，関連して，２－局所同
型写像や２－局所等長作用素の結果も得た．
実際，２つの関数環の間の 2－局所同型写像
や２－局所等長作用素は，全射のとき，合成
作用素を用いて表現できることを証明した．
以上が，今回の主要結果である． 

 これらに関連した研究は，他の多くの研究
者たちによっても行われ，この研究課題の期
間中に，L. Molnar による専門書「Selected 
Preserver Problems on Algebraic Struc- 
tures of Linear Operators and on Function 
Spaces」（Springer, 2007）が出版された．
このことからもわかるように，この研究課題
は，現在，注目を浴びていている話題のひと
つである． 

以上の研究の副産物として，合成作用素の
研究もすすんだ．ひとつは，シフト作用素に
関するもの，もうひとつは，スラント･テー
プリッツ作用素に関するものである．ともに，
高木とその院生との共同研究で，新結果がい
くつか得られた．これらは，正式に論文化は
していないが，口頭発表により公表している． 
 また，さらなる副産物として，高橋氏と以
前から行ってきた Hyers-Ulam 安定性の話題
や，Hua 型不等式の応用面で，新しい発見が
あった． 
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