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研究成果の概要：本研究では、完全ＷＫＢ解析を用いて高階パンルベ方程式の接続問題を解明

することを目的として研究を進め、高階パンルベ方程式の階層に対する完全ＷＫＢ解析の枠組

をほぼ構築することに成功した。具体的には、接続問題を論じる際の主役となる（インスタン

トン型）形式解の構成、第一種変わり点における局所的構造定理（即ち、第一種変わり点では

２階のパンルベＩ型方程式へ変換できること）の確立、第二種変わり点での標準型の発見、等

の諸結果が得られた。 
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１．研究開始当初の背景 

Borel総和法に基礎を置く完全 WKB解析は、
特異摂動型の微分方程式、とりわけその大域
的な接続問題の解析に非常に有効である。
Fuchs 型２階線型常微分方程式のモノドロミ
ー群の具体的計算法（cf. 河合・竹井，特異
摂動の代数解析学，岩波書店，1998）や完全
WKB 解析を用いた Painlevé II 型方程式に対
する Ablowitz-Segur の接続公式の導出
（Takei, ANZIAM J., 44(2002), 111-119）
等、２階の線型及び非線型常微分方程式の完

全 WKB解析については、本研究開始当初の段
階までにほぼその基礎的な枠組が構築され
ていた。 
 さらに、本研究の前身となった科学研究費
補助金基盤研究(C)「可積分系と WKB 解析」
（2001年度～2003年度，課題番号：13640167，
研究代表者：竹井義次）及び同「高階パンル
ベ方程式の完全 WKB解析」（2004, 2005 年度，
課題番号：16540148，研究代表者：竹井義次）
において、 
(1) I 型や II 型の高階 Painlevé 方程式の
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階層、及び野海・山田の両氏により発見され
たアフィン Weyl 群対称性を持つ高階
Painlevé 方程式に対して、それらの Stokes
幾何とモノドロミー保存変形を通じて付随
する線型方程式系（“Lax pair”）の Stokes
幾何とが密接に関連すること（Kawai-Koike- 
Nishikawa-Takei, Astérisque, 297(2004), 
117-166; Takei, Publ. RIMS, Kyoto Univ., 
40(2004), 709-730）、  

(2) I 型 Painlevé 方程式の階層に対して、
Hamilton 系の Birkhoff 標準型への簡約化を
利用して、自由パラメータを含んだインスタ
ントン型形式解が構成できること、 

(3) 第一種と第二種という二種類がある
高階 Painlevé 方程式の変わり点のうち、２
階の場合の自然な拡張である第一種変わり
点の近くでは、自由パラメータを含まない形
式解（“０パラメータ解”）に対して局所的
構造定理、すなわち２階の I 型 Painlevé 方
程 式 へ の 変 換 論 が 成 立 す る こ と
（Kawai-Takei, Proc. Japan Acad., Ser. A,  
80(2004), 53-56）、 
等の諸結果が得られていた。これらは完全
WKB解析の高階 Painlevé方程式への拡張可能
性を強く支持するものと考えられる。以上の
状況を背景として、本研究が開始された。 
 
 

２．研究の目的 

前項で述べた状況を背景として、本研究で
は、完全 WKB 解析を高階 Painlevé 方程式
の成す階層（ヒエラルキー）にまで拡張しそ
の基礎的な枠組を構築すると同時に、それを
応用することによってこれまで殆んど手が
つけられていなかった高階 Painlevé 方程式
の接続問題に対する明示的公式、いわば
Ablowitz-Segur の接続公式の高階版、を得る
ことを目的とする。 

より具体的な目標は以下の通りである。２
階の Painlevé 方程式に対する完全 WKB 解
析は、主として次の４つの基本性質、すなわ
ち、(i) Painlevé 方程式の Stokes 幾何と、モ
ノドロミー保存変形を通じて付随する線型
方程式系、いわゆる Lax pair の Stokes 幾何
との関連、(ii) Painlevé 方程式のインスタン
トン型形式解（自由パラメータを含んだ形式
解）の構成、(iii) 単純変わり点における局所
的構造定理、すなわち単純変わり点の近くで
は任意の Painlevé 方程式のインスタントン
型形式解が I型のPainlevé方程式のインスタ
ントン型形式解に変換されること、(iv) I 型の
Painlevé 方程式のインスタントン型形式解
に対する接続公式の決定（上記(iii)と合わせ
れば、これは一般の Painlevé 方程式のイン
スタントン型形式解の接続公式が決定され
たことを意味する）、から構成されていた。
これらの基本性質を高階 Painlevé 方程式の

階層に対しても確立したい。上述したように、
これ以前の研究によって(i)、(iv)、及び I 型の
Painlevé 階層に対する(ii)、さらに自由パラ
メータを含まない０パラメータ解に対する
(iii)については既に結果が得られている。高
階 Painlevé 方程式の場合には第一種と第二
種という二種類の変わり点が存在すること
を念頭に置けば、従って本研究の具体的な目
標を次のように設定することはごく自然で
あると考えられる。 

(1) I 型以外の Painlevé 階層等、一般の
Painlevé 階層に対する自由パラメータを含
んだインスタントン型形式解の構成。 

(2) 第一種変わり点の近傍におけるインス
タントン型形式解に対する局所的構造定理
の確立。 

(3) 第二種変わり点での高階 Painlevé 方
程式の標準型の発見。 

(4) 高階 Painlevé 方程式のインスタント
ン型形式解の接続公式の決定。 

さらに、これらの基本性質の応用として、 

(5) 高階 Painlevé 方程式に対する大域的
な接続問題の考察。 

実際には、モノドロミー保存変形を通じて付
随する線型方程式系（Lax pair）の構造が簡
単な I 型や II 型の Painlevé 方程式の階層に
対して、まずはこれらの目標を達成すること
に取組む。それが達成されれば、これまで殆
ん ど 結 果 の 得 ら れ て い な か っ た 高 階
Painlevé 方程式の接続問題の分野に画期的
な進歩がもたらされると期待される。 

 

 

３．研究の方法 

基本的には理論的な考察が中心となる。加
えて、研究分担者（2008 年度は連携研究者）
の小池達也氏の協力を仰ぎながら、Stokes

曲線の描画やインスタントン型形式解の構
成にあたっての数式処理においては計算機
も適宜利用する。実際の研究は、研究代表者
の竹井と分担者の小池が定期的に（１、２週
間に１度程度）会って議論を進めて行く。 

以下、上記具体的目標の(1)～(5)のそれぞれ
について、どのように研究を進めるかの方針
を簡単に述べる。 

(1) I 型の Painlevé 階層の場合には、
Hamilton 系の Birkhoff 標準形への簡約化を
利用してインスタントン型形式解を構成す
ることができた。それを踏まえ、一般の
Painlevé階層に対してもまず Hamilton構造
を調べた上で、I 型の Painlevé 階層の場合の
議論を適用する。 

(2) 自由パラメータを含まない０パラメー
タ解の場合の結果から予想されるように、高
階 Painlevé 方程式の場合も２階の I 型
Painlevé 方程式が第一種変わり点における
標準型を与えると考えられる。２階の



 

 

Painlevé 方程式に対する構造定理の証明を
参考にして、０パラメータ解の場合の結果を
インスタントン型形式解に拡張することに
取り組む。 

(3) ０パラメータ解の場合に見つかってい
る標準型の候補を詳しく検討すると共に、そ
れがうまく行かない場合は２変数の（退化）
Garnier 系等を参考に第二種変わり点での標
準型を探す。 

(4) ２階の I 型 Painlevé方程式が標準型を
与えると予想される第一種変わり点につい
ては（その標準型の接続公式が既知なので）
本質的な困難はない。第二種変わり点の方は、
(3) で見出された標準型の詳細な解析が必要
となる。 

(5) (4)で得られた接続公式と、Stokes 曲線
や新しい Stokes 曲線の解析とを組み合わせ
て、高階 Painlevé 方程式に対する具体的な
接続問題を考察する。 

本研究は、Ecalle の resurgent functions

の理論の立場から２階線型方程式の完全
WKB 解析を推し進める Voros（仏; Saclay）
や Delabaere（仏; Angers）等の研究と、主
として Painlevé 方程式の特異点での漸近解
の構造を問題とする Costin（米; Rutgers, 現
在は Ohio）、Joshi（豪; Sydney）等の研究
を我々の視点から融合しようとするものと
言うことができる。これらの専門家や、我々
の研究の良き協力者であり理解者でもある
河合隆裕氏（京都大学）や青木貴史氏（近畿
大学）、さらに国内の関連する研究分野の研
究者と必要に応じて研究打合せを行いなが
ら研究を進めて行く。 

 

 

４．研究成果 
本研究によって、上記の具体的目標にそっ

て言えば、(1)～(3)の目標がほぼ達成された。
より具体的に述べれば、 

(1) 研究分担者の小池達也氏によって、II

型及び IV 型の Painlevé 階層が Painlevé 方
程式の多変数版である（退化）Garnier 系の
適当な１次元複素直線への制限として得ら
れること、その結果として上記の Painlevé
階層にも自然な Hamilton 構造が導入される
ことが示された（「主な発表論文等」の〔雑
誌論文〕の項の [9], [4]；発表論文の記号に
ついては以下でも同じ項の番号を用いる）。
先に得られている Birkhoff 標準形への変換
を利用した I型のPainlevé階層に対するイン
スタントン型形式解の構成法（cf. [6]）とこ
の結果を組み合わせれば、これで II 型や IV

型の Painlevé 階層に対してもインスタント
ン型形式解が構成されたことになる。 

(2) 河合隆裕氏と共同で、第一種変わり点
における自由パラメータを含まない０パラ
メータ解に対する局所的構造定理を、２階の

Painlevé 方程式の場合の議論を自然に一般
化する形で、インスタントン型形式解にまで
拡張することに成功した（[12], [3]; cf. [11]）。
これにより、高階 Painlevé 方程式に対して
も、第一種変わり点から出る Stokes 曲線上
では２階の I型Painlevé方程式と同じ形の接
続公式が成立することが明らかになった（cf. 

[10]）。 

(3) やや特殊な２変数退化 Garnier 系の１
次元複素直線への制限として、第二種変わり
点での標準型と考えられる４階方程式が見
出された。ここで現れた退化 Garnier 系は、
下記の〔関連する研究結果〕でも論じた(D8)

型の退化した III型 Painlevé方程式の２変数
版とも言えるものである。 

残念ながら、第二種変わり点での標準型と
考えられる４階方程式の接続公式の決定は
時間の不足で達成できなかったが、高階
Painlevé方程式の階層に対する完全WKB解
析の枠組はほぼ構築されたと考えられる。第
二種変わり点での標準型の方程式に対する
接続公式の決定、及びそれを用いた高階
Painlevé 方程式の接続問題の解析は今後の
課題としたい。 

なお、本研究課題の遂行にあたって、並行
して研究目的と密接に関連するいくつかの
話題についても考察し、興味深い結果を得る
ことができた。これらはいずれも今後の新し
い研究テーマとなる芽を含んでいると思わ
れるので、最後にそれら関連する研究結果を
まとめておく。 

 

〔関連する研究結果〕 

① (D8)型の退化した III型Painlevé方程式
の接続公式等の構造を、大学院生（当時）の
若子英晶君と共同で解明した（[8]）。さらに、
この III 型 Painlevé 方程式が、２階の
Painlevé 方程式の単純極における標準型を
与えることを証明することに成功した（現在
論文を準備中）。上の(3)でも触れたように、
この研究は高階 Painlevé 方程式の第二種変
わり点での標準型を見出す際に大いに参考
になった。 

② 2008年に来日したSilverstone教授（米; 

Johns Hopkins）との議論をきっかけとして、
河合隆裕氏、青木貴史氏と共同で、２個の合
流する単純変わり点をもつ２階線型方程式
の WKB 解の Borel 変換の構造を研究した。
特に、線型方程式の WKB 解の Borel 変換が
持つ動かない特異点の構造を、Weber 方程式
への変換論を用いて解析することに成功し
た（[1], [2]）。そこでは、方程式に含まれて
いるパラメータに関するある種の差分方程
式が重要な役割を果たしている。将来の重要
な課題である（高階）Painlevé 方程式の形式
解の Borel 変換が持つと期待される動かない
特 異 点 の 解 析 が 、 Painlevé 方 程 式 の



 

 

Bäcklund 変換を利用してなされる可能性を
示唆する興味深い結果と考えられる。 

③ 上記研究成果(1)や(3)でも出てきたよう
に、高階 Painlevé 方程式と多変数の Garnier

系との間には密接な関連がある。この関連を
念頭に置けば、偏微分方程式系の完全 WKB

解析は是非とも解明したい重要なテーマで
ある。その第一歩として、ある種の偏微分方
程式の初期値問題の形式解の総和可能性を
完全 WKB 解析の視点から考察し、変数係数
の方程式の場合にはこの問題にも Stokes 幾
何が関係することを明らかにした（現在論文
を準備中）。 
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