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研究成果の概要（和文）：我々は細胞性粘菌の集中現象を記述するために導出された方程式系の
爆発解の研究を行った。当該方程式系の解は粘菌の密度に対応している。また、ある時刻・あ
る場所において解の値が無限大になる事を解が爆発すると言う。この事と粘菌の集中現象が対
応していると考えている。 我々は、爆発解を構成しその爆発解の性質を解明する事に成功した。
この事により、2 次元領域における解の性質と高次元領域における解の性質の違いを明確にし
た。 
 
研究成果の概要（英文）：We studied blowup solutions to a system introduced to describe the 
aggregation of cellular slime molds. Solutions of the system corresponds to the density of 
cells. When the value of a solution is infinite at some place and some time, we say that the 
solution blows up. The blowup of solutions corresponds to the aggregation of cells. We 
succeeded to construct blowup solutions and to investigate into the state of blowup 
solutions. By this research, we identified the difference between the properties of blowup 
solutions in two dimensional domains and the one in high dimensional domains. 
  
交付決定額 
                               （金額単位：円） 

 直接経費 間接経費 合 計 
2006 年度 1,100,000 0 1,100,000 

2007 年度 900,000 270,000 1,170,000 

2008 年度 700,000 210,000 910,000 

2009 年度 700,000 210,000 910,000 

  年度  

総 計 3,400,000 690,000 4,090,000 

 
 
研究分野：偏微分方程式論 
科研費の分科・細目：数学・基礎解析学 
キーワード：関数方程式、走化性方程式、爆発解、Type I 爆発、Type II 爆発 
 
１．研究開始当初の背景 
  1970 年に Keller と Segel が、走化性を
伴う多数の単細胞生物がそれら自身の分泌
する化学物質に引き寄せられながら空間上

を動き回り数か所に局在し、最終的に多細胞
生物のようになっていく現象を記述するた
めのモデル方程式系を導出した。このモデル
方程式系は 4つの未知関数によって記述され
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る 4 つの放物型方程式の系である。このモデ
ル方程式系はその後 Nanjandiah、Jäger と 
Luckhaus、 Nagai 等によりいろいろな単純
化がなされ、それら単純化された方程式系の
研究がなされた。本研究では ２つの未知関
数を用いて記述される１つ放物型方程式と
１つの楕円型方程式の系として単純化され
た方程式系について研究を行った。 

これら未知関数は空間変数と時間変数の
関数である。以後、これら未知関数の事を解
と呼ぶ。また、本報告書では我々が研究した
方程式系を走化性方程式系と呼ぶ。 
  本研究を開始した時点での走化性方程式
系の研究は、空間領域が２次元有界領域の場
合に関する解の性質の研究が主流であり、そ
の代表的な研究成果として以下の事が知ら
れていた。 

生物の総量に対応する全積分量の値によ
って解の挙動は大きく異なる。その閾値は方
程式の係数によって定まり、方程式の係数を
全て１に正規化した時は ８πになる。解の
全積分量が閾値より小さい時 解は時間大域
的に存在し有界となる。そして解の全積分量
が閾値より大きい時 解の全積分量が空間的
にある程度局在していれば解は有限時刻で
爆発する。ここで、解がある時刻・ある場所
で爆発するとは、その時刻・その場所におけ
る関数の値が無限大になる事を言う。そして、
その時刻と場所をそれぞれ爆発時刻、爆発点
と呼ぶ。 

さらに、爆発解の挙動に関してもその形状
と爆発の速さについて研究がなされていた。   

解が有限時刻で爆発するときは 爆発点に
閾値以上の積分量が集中する。つまり爆発時
刻における解の極限関数はいくつかのデル
タ関数と通常の関数の和の形になる。従って、
このような爆発をデルタ関数的な爆発とよ
ぶ。これが爆発の形状に関する研究成果であ
る。一方、爆発時刻を T とし T 以前の時刻
t における解の最大値が (T-t) の負冪の定数
倍によって上と下から評価できるとき、その
負冪を爆発のオーダーと呼び、これが爆発の
速さを表す値となる。走化性方程式系以外で
も藤田型非線形熱方程式など爆発解を持つ
方程式は多く存在し、それらに関する多くの
研究があるが、その中で後方自己相似解と呼
ばれる爆発解の研究を爆発解全体の研究の
出発点とする事が多く、その解の爆発の速さ
を Type I 爆発と呼ぶ。走化性方程式の場合、
後方自己相似解の爆発のオーダーは -1/2 で
あるのでそのオーダーで爆発する解を Type 
I 爆発解と言う。そして、-1/2 より小さいオ
ーダーで爆発する解を Type II 爆発解と呼
ぶ。 
  本研究開始時点で全ての爆発解に対して
爆発のオーダーを決定する成果は出ていな
かったが Herrero と Velázquez によって 

Type II の球対称な爆発解が構成されており、
後方自己相似解の存在は知られていなかっ
た。 
  以上が２次元領域における走化性方程式
の爆発解の関する先行結果である。 
  さらに、３次元以上の領域については全積
分量についての閾値に関しては、「存在しな
い」、または「閾値は 0 である」と述べる事
ができる。つまり、どんなに全積分量が小さ
くてもその積分量がある程度局在していれ
ば解は有限時刻爆発する事が知られていた。
また、我々の研究によって３次元以上の領域
における後方自己相似解の構成がなされて
いた。 
 
２．研究の目的 
  上記で述べた本研究を開始する際の研究
状況を踏まえ、3 次元以上の領域における走
化性方程式系の爆発解の性質を調べ、それら
の性質と 2次元領域における爆発解の性質の
共通点と相違点を調べる事が必要であると
考えた。特に、爆発解の性質として上記で述
べた爆発解の形状と爆発のオーダーを調べ、
全ての爆発解をこの二つの性質で分類する
事が出来ると考えていた。 
しかし、この問題は壮大でありこの問題に

対する完全な解答を本研究期間内に得る事
は困難であると考えたため、球対称解に焦点
を絞り多くの爆発解を構成し、それらの爆発
の形状と爆発のオーダーを決定し、２次元領
域における爆発解の性質と３次元以上の領
域（以後、高次元領域と呼ぶ。）における爆
発解の性質と比較し、その共通点と相違点を
明らかにする事を本研究の目的とした。 
 
３．研究の方法 
   高次元領域における爆発解の研究は Type 
I 爆発解と Type II 爆発解とに分けて異な
る手法で研究する事を考えた。 
   先に述べたように Type I 爆発解の中で
最も基本的で重要な役割をするものが後方
自己相似解である。球対称な走化性方程式系
においても同様に重要であると考えた。上記
のように 我々の研究によって 既に球対称
な後方自己相似解は得られており、それを用
いてさらに多くの球対称な Type I 爆発解を
構成しその性質を調べる事を考えた。そのた
めには 現在までの研究で得られた後方自己
相似解の性質では不十分であり さらに詳し
い研究が必要であると考えた。 

球対称な後方自己相似解は、本来の方程式
系の解を自己相似変換した関数が満たす方
程式系の球対称な定常解として特徴付けら
れる。その方程式系を原点からの距離を変数
として書き下し、さらにその変数に関して一
階積分することで２階の常微分方程式にな
る。この２階常微分方程式の解を詳しく研究



する事で球対称な後方自己相似解の性質、特
に、その解と特異定常解との交点の位置に関
する詳しい研究を行う事を考えた。そして、
その研究を踏まえて球対称な Type I 爆発解
の構成ならびにその性質の研究を行う事を
考えた。 

球対称なType II 爆発解の研究において最
も中心的な役割を果たすのが球対称な定常
解であると考えた。 

球対称な定常解は、原点からの距離を独立
変数とする２階の常微分方程式となる。この
定常解の性質についての研究結果はあるが
Type II 爆発解の研究に応用するための結果
としては不十分であり、さらに精密な解の性
質に関する研究を行う事を考えた。 

そしてその研究成果を踏まえて、球対称な
Type II 爆発解の構成とその性質の研究を行
う事を考えた。 

以上の研究により得られた高次元領域に
おける爆発解の性質と 2次元領域における爆
発解の性質を比較・検討する事により、それ
らの共通点と相違点を調べる事を考えた。 

この研究と並行して、本研究に関連する研
究についての最新の成果ならびに研究手法
を検討し、その事を踏まえて上で述べた研究
方法を微調整する事も必要であると考えた。
そのために各地で開催される研究集会に参
加し最新の研究成果を調査や本研究に関す
る成果報告を行い、他の研究者と情報交換や
議論を行う事を考えた。 

 
４．研究成果 
   研究の方法の欄で述べた事を踏まえ、球
対称な Type I 爆発解の研究と球対称な 
Type II 爆発解の研究成果に分けて述べる。 
  球対称な Type I 爆発解の研究に関しては、
無限個ある全ての後方自己相似解と特異定
常解との交点の位置に関する精密な評価を
見出すことに成功し、それを用いることで有
限な球を領域とする球対称な解が Type I 爆
発を起こす初期条件を見出した。この事は、
後方自己相似解とは異なる多数の球対称な 
Type I 爆発解の構成に成功した事を意味す
る。 

この成果は学会発表○8 において発表済み
であり、現在その内容を論文雑誌に投稿する
ために論文にまとめている。 
球対称な Type II 爆発解の研究に関して

は、球対称な定常解の詳しい性質を調べる事
に成功した。特に、原点からの距離と定常解
の値の関係について詳しい評価を見出すこ
とに成功した。そして、この定常解の性質を
用いて球対称な Type II 爆発解を無限個構
成する事が出来た。さらに、構成した解の爆
発のオーダーが線形化した方程式の固有値
と関係している事、爆発解が爆発点・爆発時
刻の近くで定常解を自己相似変換した関数

に収束している事がわかった。さらに、これ
らの解の爆発時刻・爆発点に現れる形状は特
異定常解の形状と同じである事がわかった。
従って、我々が構成した Type II 爆発解は
特異定常解を含めた定常解の性質を持って
いる事がわかった。この事により、我々が構
成した Type II 爆発解の爆発時刻・爆発点
における形状と２次元領域におけるそれと
は異なる事がわかった。 
これらの研究は、論文としてまとめ雑誌論

文 ○2 、○3  として発表した。 
さらに、２次元領域における球対称な爆発

解は常に Type II 爆発を起こす事がわかっ
た。この事は、2 次元領域において球対称な 
Type I 爆発解が存在しない事を意味してお
り、その事が高次元領域における爆発解との
違いである事がわかった。 
この成果は発表講演○9 であげた国際研究

集会で発表した。また、論文雑誌○2 の論文と
して発表した。 
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