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研究成果の概要：非線形現象の数理(特に, パターン形成における環境効果の果たす役割, 対称

性の崩れ現象など）を非線形偏微分方程式の解析を通して理解・解明したいという動機のもと, 

数理生態学に現れるアレン・カーン方程式, ギーラー・マインハルト系などの反応拡散方程式

系の定常解, 非線形光学現象に現れる非線形シュレディンガー方程式など種々の非線型楕円型

変分問題の解の構造の研究や関連して無限次元の最適化問題を中心テーマとして研究を行っ

た. 
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２００６年度 1,200,000 0 1,200,000 

２００７年度 1,000,000 300,000 1,300,000 

２００８年度 1,000,000 300,000 1,300,000 
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研究分野：数物系科学 
科研費の分科・細目：数学・基礎解析学 
キーワード：非線形現象, 数理生態学, パターン形成, 非線形光学, 変分問題, 最適化問題, 非
線形楕円型偏微分方程式, 反応拡散系 
 
１．研究開始当初の背景 
近年の線形および非線形偏微分方程式の数
学解析には目覚しいものがある.特に,数理
生態学におけるパターン形成の数理構造を
非線形反応拡散系で記述される偏微分方程
式系の解析を通して理解しようという研究
は幅広い研究者によってさまざまな進展が
得られているし, 超伝導現象をはじめとす
る物理現象を記述する数理モデルの数学解
析が 1990 年代にかなり進歩した. いずれも
個々の固有の現象の特性を深いレベルで数
学的にもとらえられる段階に達した数学解

析の成功例であり,数学としての深さ・興味
深さとともに非線形現象の解明に向けての
アプローチとしての数学解析の有効性を実
証したものともなっている. 非線形解析に
おける変分法, 特異摂動理論, スペクトル
解析などの解析の手法の発展がそれらを可
能としてきたともいえる. 同時に一見単純
そうに見える非線形偏微分方程式でも驚く
べき豊富な解構造が潜んでいることも 1990
年代以降明らかになってきた. そうしたよ
り進んだ解の構造を捉える解析手法の開発
とともにより多くの非線形現象に対しても
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数学解析の適用範囲を広げていく必要があ
る. 一方で, 研究代表者らが 2000 年に始め
た固有値最適化問題や非線形楕円型境界値
問題に付随した無限次元最適化問題の研究
などのように, 素朴な問題意識に潜む興味
深い数学的構造もたくさん存在する.一見単
純そうに見えるこうした問題をより深く理
解するためには, 新しい解析手法の開発が
待ち望まれる.  
 
２．研究の目的 
さまざまな非線形現象を記述する非線形偏
微分方程式の解の構造を数学的に解明して
現象のより深い理解を獲得することを目指
すと同時に,その解析の基礎にもなる線形偏
微分方程式の定性的かつ定量的な解の構造
の研究をも視野にいれた総合的研究を目的
とする. 具体的な研究課題として,線形偏微
分方程式では放物型方程式の非有界領域上
での解の一意性の研究, 周期的に特異なポテ
ンシャルをもつシュレディンガー作用素の
スペクトルギャップの構造の研究,固有値問
題など, 非線型偏微分方程式では非線型光学
などに現れる非線型シュレディンガー方程
式の定在波解, 数理生態学におけるパターン
形成を記述する種々の反応拡散方程式や方
程式系の定常解の構造の研究, 超伝導現象に
現れるギンツブルグ・ランダウ方程式などに
付随する非線型変分問題の解の構造, 第１固
有値や非線形楕円型境界値問題に付随した
無限次元の最適化問題の最適解の構造など
の数学解析を進めることである. 反応拡散系
の解構造の研究では, 環境効果の解構造への
影響を詳しく研究することを目的とする. 
 
３．研究の方法 
ソボレフ空間などの関数空間, 関数解析およ
び偏微分方程式論を軸に, 変分法や陰関数定
理などの非線形解析を主な方法として, さま
ざまな物理現象, 非線形現象に現れる線形お
よび非線形偏微分方程式の解の構造や最適
化問題を研究している. さらに, 数値シミュ
レーションによる解の視覚化をはじめ, 実解
析・調和解析, スペクトル理論, 複素解析, 確
率論, 力学系などさまざまなアプローチを検
討しながら, 多面的な角度からの解明をめざ
している. 特に解の構造の研究の中でも, 特
異摂動問題の解析を詳しく行うことや, 解の
対称性の崩れ現象の解析を詳しく行うこと
などに特徴がある. 
 
４．研究成果 
研究代表者および連携研究者の研究成果,研
究成果の位置づけとインパクト, 今後の展
望などを列挙して記述する. 
(1) 研究代表者の倉田は, 数理生態学におけ
るパターン形成現象に関連したいくつかの

反応拡散系, 非線形光学などに現れる変分問
題, また最適化問題に関する解の構造の研究
を行った. 主な成果は次のとおり. 
①数理生態学や遺伝学に現れる非線型数理
モデルの定常解の構造で,アリー効果と環境
効果を考慮したモデルでは安定な多重空間
パターンが出現することを発見し, 空間１次
元の場合に厳密な証明を与えた. その証明法
も新しく, 空間多次元での研究も進めており,
より精密な解の構造の解明が期待される.  
②数理生態学におけるパターン形成モデル
として有名な Gierer-Meinhardt 系で, 特に
弱い意味での飽和効果が考慮された反応拡
散方程式系において, 軸対称領域上で，いく
つも指定した有限個の点に凝縮した形状を
もつ定常解の構成に成功した.この研究方法
をより一般的に進め, Chemotaxis 系の解の
構造の研究を展開している. 
③近年, 指数が変数係数となるようなルベー
グ空間やソボレフ空間の実解析的研究が盛
んに行われているが,有界領域でのソボレフ
臨界変数指数をもつルベーグ空間へのソボ
レフの埋め込み写像のコンパクト性が成り
立つためのシャープな条件を見つけること
に成功した. 応用として, 非線形項としてソ
ボレフの臨界変数指数非線形項を含むよう
な非線形楕円型境界値問題の非自明解の存
在を示した. この研究は実解析および非線形
楕円型境界値問題の研究に新たな展望を与
える可能性がある. 
④2000 年に行ったDirichlet第１固有値最適
化 問 題 の 研 究 (S.Chanillo, D.Grieser, 
I.Onishi, M.Imai との共同研究）, 2004 年に
行った非線形熱伝導問題における非線形最
適化問題の研究（M.Shibata, S.Sakamoto と
の共同研究）に続き, Dirichlet 境界条件下で, 
拡散効果を持ったロジスチックモデルにお
ける漁獲最適戦略問題を提唱し, 対応する数
理モデルにおける最適戦略解の存在, 定性的
および定量的性質の研究を行った. 
(2) 酒井の研究成果は次のとおり. 
平成 18年度の初めの頃に求積領域の微小変
形についての結果をまとめた．平成 19年度
には，内側から有界な求積領域で近似できな
い場合についての考察を行った． さらに平
成 20年度には，正測度の求積領域の存在・
非存在定理の定式化とその証明を与えた．正
測度の求積領域の存在するための十分条件
については，25年位前から幾つか知られてい
る．しかし，どのような場合に存在しないか
について例は知られていても，一般的な条件
は提示されていなかった．新たな定式化にお
いては，求積領域の存在するための必要十分
条件が示されていて，この条件が満たされな
ければ，非存在であることになり，非存在で
ある場合の一般的な状況が明確になった． 
(3)高桑の研究成果は次のとおり. 



p-調和写像のつくる空間の解析的性質につ
いての研究（山口大の中内伸光氏との共同研
究）n 次元 Riemann 多様体 M から別の 
Riemann 多様体 N への p-調和写像の列は 
p-energy が一様有界でもコンパクトになる
とは限らないことが知られているが，p が n 
未満の自然数の場合にはコンパクト性が成
り立たない場合に障害として現れる (n-p) 
次元の部分集合 S が rectifiable 集合
（高々可算個の $C1$ 級の部分多様体の和
として表せる）であることを示し，さらに 
defect measure と呼ばれる S 上の Radon 
測度が (n - p) 次元の Hausdorff 測度と 
rectifiable 集合を用いて具体的に記述で
きることを示した． その応用として p-調和
写像の 1階微分の評価を得た．p-energy 密
度を用いて定義されるポテンシャルが一様
有界であるような p-調和写像の 1階微分は
ポテンシャルの上限を用いて評価できるこ
とを示した．また, 調和関数が満たすことが
知られていた Carleman 型不等式を用いて
平面の非有界領域における極小曲面や調和
写像の Dirichlet 境界値問題の解の一意性
の研究を行った． 
(4)村田の研究成果は次のとおり. 
放物型方程式の非負値解の構造を研究し,一
般的でほぼ最適な仮定[intrinsic 
ultracontractivity]の下で任意の非負値解
の具体的な積分表示を与えた.放物型方程式
の非負値解の積分表示は, これまで抽象論
と極僅かの例のみが知られていたが, この
結果は一般の仮定の下で非負値解の具体的
な積分表示を与えた最初のものである.また
土田哲生とともに周期係数楕円型作用素を
研究し,グリーン関数の漸近形を与えるとと
もに極限吸収原理を示した. 
(5)神保の研究成果は次のとおり. 
①細い棒状の等方的な弾性体の固有振動数
の精密な特徴付けを行った. 断面はεのオ
ーダー大きさとして,任意の番号kに対し第k
固有値μ(k,ε)はεの２乗のオーダーとな
りμ(k,ε)/ε^2 の極限値が, ある変数係
数の４階常微分作用素の固有値を用いて表
現した.これらが曲げ振動のモードであり, 
伸縮モード, ねじれモード と異なるスケー
ルの世界をなしている. 次に非一様の板状
の薄い弾性体の低い振動数モードの解析を
行った. これは Kirchhoff-Love の方程式の
一般化となる. 
② 8の字型の1次元超伝導体の電流状態を表
すGinzburg-Landau方程式の解の構造を調べ
た.円形体の場合には先行研究より分岐構造
は解明されていたが8の字型の場合は新しい
タイプの分岐の仕方によって著しく複雑で
多様な解の発生が見られる.  特にスカラー
タイプの解からは 1次分岐, 2次分岐, 3 次
分岐が起こり. 最後の３次分分岐のあと安

定化する.こうして２つのループでそれぞれ
非自明な巻き数をもつ安定解が得られる. 
③ノイマン境界条件をもつダンベル型領域
上のラプラス作用素の固有値の特徴付けを
扱い,ハンドルが細くなるとともに短くなる
変形の極限において固有値の極限値への収
束を記述する摂動公式を与えた. さらに断
面がこのような領域となるような高次元の
領域変形を扱い一般化した摂動公式を得た. 
(6)田中の研究成果は次のとおり. 
①非線型楕円型方程式に対する特異摂動問
題は特異摂動パラメーターε>0が小さいと
き,非常に豊かな解構造を持つことがしられ
ている.ここでは１次元問題（非線型
Schroedinger 方程式, Fisher 方程式, 
Gierer-Meinhardt 方程式）についてε->0 と
ともにピークあるいは遷移層の数が無限大
へと増加する解の族の挙動を詳しく調べた. 
従来はεに依存しない個数のピークあるい
は遷移層をもつ解が調べられたが, ここで
はより複雑な解の挙動を調べている. 
②非線型Shroedinger方程式に関してはべき
関数を非線型項としてもつ方程式の研究が
多く行われているが, より広範なモデルに
対応するために一般的な非線型項をもつ非
線型 Schroedinger 方程式に対して研究を行
った. 特にN=1,2の場合にポテンシャルV(x)
の極小点に集中する凝縮解の構成に成功し
ている.また特異摂動問題に関しては生物モ
デルに現れる特異摂動問題を扱い, 解の存
在問題を考察している. ここで扱っている
問題は数学的には極限方程式が退化する場
合となっており, 興味ある設定となってい
る. 関連する問題として, 円環領域におけ
る Dirichlet 問題-Δu+u=u^p 
(1<p<(N+2)/(N-2))の正値球対称解の一意性, 
非退化性を示し,空間 3次元以上の場合には
Tang(2003 年）により示されているが,2次元
の場合も含めて統一的な扱いを与えている.
なお, この結果は高振動解の存在問題等へ
の応用がある. 
 (7)柴田の研究成果は次のとおり. 
この３年間は主として非線形常微分方程式
の固有値問題の漸近解析に関する研究を行
った. 特に, 生物学的背景や物理学的背景を
持つ方程式に対して詳細な解析と, 逆問題の
視点からの分岐曲線の解析を行った. その結
果, 以下のような結果を得た. 
①ロジスティック方程式のような,生物学的
背景を持つ方程式に関しては,１つのパラメ
ーターを含む固有値問題に関し, 解の漸近挙
動の考察を中心に研究を行った. 具体的には,
非線形項がｐべきの場合を中心に考察した.
パラメーターが非常に大きいとき, 楕円積分
の漸近公式を利用できる場合は, 様々なノル
ムに関する漸近展開の公式を確立した. 
②上記①で確立した分岐曲線に関する詳細



な漸近展開公式の確立により, 逆問題的考察, 
すなわち非線形方程式の分岐曲線から, その
方程式に含まれる非線形項をどのような精
度で特定できるか, また一意性は成り立つか
という基本的な課題を考察し, いくつかの基
本的な結果を得た. 
(8)吉富の研究成果は次のとおり. 
① 周 期 的な 点 相互 作用 に 従う １ 次元
Schroedinger 作用素のスペクトルを考察し
た.スペクトラルギャップの幅の漸近的性質
と,作用素に含まれるパラメータの数論的性
質の関係を得た. 
②周期的な点相互作用に従う１次元 Dirac 作
用素のスペクトルを考察した. スペクトラル
ギャップの幅の漸近的性質と, 作用素に含ま
れるパラメータの数論的性質の関係を得た. 
③Hill作用素の特異ランク１摂動に関するス
ペクトル逆問題を解いた. 
(9)平田の研究成果は次のとおり. 
非線形な力学系に特有の現象であるカオス
的現象に関して, 主に軌道の再帰時間分布
の性質を通じて解析をした.  
①非一様な双曲型力学系で, 不変測度が無
限測度になる場合の再帰時間の極限分布に
ついて, 滑らかな1次元力学系の場合につい
て解析し, 再帰時間を正規化する際の適当
な方法を見出し, 極限分布の形を明らかに
した. 
②無限不変測度を持つカオス的力学系様々
な指標（相関関数の減衰オーダーなど）と再
帰時間の極限分布との関係について考察し,
不動点の周辺における振る舞い（具体的には
1次元モデルのｙ＝ｆ（ｘ）とｙ＝ｘとの接
触のオーダー）と極限分布の形との関係を明
らかにした. 
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