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研究成果の概要： 

本研究の目的は, ヒルベルト空間における不変部分空間の問題に関連して, 自己共役でな
い作用素環の構造を詳細に調べると共に, それに関する不変部分空間の構造解析を行うもの
である. 我々は極大性の問題を semigroup の性質と結び付けて捉え直すことにより, 解析的
接合積の diagonal が因子環であるとき解析的接合積が極大であるための付随する 
semigroup が満たすべき条件を明らかにした.  

また, ２次元トーラス上の Lebesgue 空間に関して, 不変部分空間の外枠を捉えることで, そ

の概形をこれまでより詳細に把握することに成功した. 
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１．研究開始当初の背景 
不変部分空間問題は作用素論において最

も重要な未解決問題の一つである. それは可
分な Hilbert 空間上の全ての有界作用素は
自明でない不変部分空間を持つかという問
題である. 多くの作用素論の研究者がこの問
題の解決を目指して, 多種多様な理論が展開
されており, 作用素論の発展に大きく貢献し
ている. 例えば正規でない作用素のスペクト
ル理論の研究が発展し,  subnormal 作用素

や hyponormal 作用素などの多くの作用素
のクラスが研究されてきた. 一方, 作用素環
論 の 立 場 か ら  R.V. Kadison や  J.R. 
Ringrose に よ る  triangular 環  [5] や 
W.B. Arveson による  subdiagonal 環  [1] 
などの自己共役でない作用素環の構造が研
究され, それらに誘発されてその後多くの自
己共役でない部分環 , 例えば  nest 環や 
reflexive 環の理論が発展した.  
国内においては河村と富山  [6] による 
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subdiagonal 環の研究に端を発し, その後の
斎藤による解析的接合積や subdiagonal 環
の不変部分空間の研究は, 中路の関数空間に
おける不変部分空間の理論と結びつき, 中路
と綿谷 [8] の subdiagonal 環の不変部分空
間の分類理論へ発展した. これらの流れを受
け継ぎ大和田 [9] は近年, 解析的接合積の
構造解析を精力的に行うとともに, その理論
を半群理論と結び付けるなど, これまでのア
プローチとは異なる独創的なアイデアによ
る活動を続けていた. 

海外では近年  Pisier や  Ruan そして 
Junge らを中心とした作用素空間の理論が
急速に発展しており, それに伴い関数空間の
非可換化が行われている (cf. [4][10]).これに
関 連 し て , 非 可 換 ハ ー デ ィ ー 空 間 や 
subdiagonal 環の研究が, アメリカやヨーロ
ッパを中心として行われていて, 現在も多く
の研究が進められている (cf. [2], [7], [11]). 
そこで, これらの関連する国内外の研究者と
の研究交流を推進することができれば, 本研
究課題は大きな発展が見込まれる急務な課
題であると考えられた. 
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２．研究の目的 
この研究課題においては, 作用素環的な

手法によって不変部分空間の問題を考察す
ることを目的とする. 特に, 自己共役でな
い作用素環の構造を調べることにより, 以
下に挙げる事項の問題の解決に重点を置い
て研究を推進する. これらのアプローチは
互いに影響しつつ発展するものであるが, 
それ自体興味深い研究課題でもあり, 独自

の発展も期待できるなど多岐にわたる研究
成果が期待できる. 
 
(1)  正規でない作用素からなる部分環
の構造と, それに関する不変部分空間を
詳細に調べることにより, 正規でない作
用素の性質を考察する. 
(2)  可換なハーディ環や関数環の理論
を詳細に調べて, その理論から非可換ハ
ーディ空間や非可換関数環の理論を構築
する.  
(3)  自己共役でない作用素環の一つで, 典
型的な例である解析的接合積を取り上げ, 
半群理論の立場からその代数的構造を調べ
る. 
(4)  解析的接合積により定義された 
Toeplitz 作用素や Hankel 作用素の性質
や構造をその行列表現を利用して調べる.  
(5)  作用素環におけるスペクトル理論を利
用して, 自己共役でない部分環の解析的性
質を詳細に調べて, その不変部分空間の構
造を調べる. 
 

３．研究の方法 
 本研究は不変部分空間問題の作用素環論
的手法による様々なアプローチと, それに
より生じる多種多様な問題点の取り組みを
具体化することが目的である. 
そのために, 研究分担者や研究協力者と相
互に意見交流しつつ,以下のような計画・方
法で課題研究を推進した.  
 
(1)   研究集会を開催して, 関連する最
近の研究成果の情報収集及び討論を行う
と共に, 研究者間の協力体制を整備・強化
する. (大和田, 斎藤, Ji, 綿谷) 
(2)   不変部分空間におけるこれまでの
理論や最近の発展に関して調査を行い, 
今後の研究課題の方向性を考察する. (大
和田) 
(3)   解析的接合積により定義される 
Toeplitz 作用素や Hankel 作用素の構造
を, その行列表現を用いることにより詳
細に調べ, 今までの Toeplitz 作用素や 
Hankel 作用素の理論を再構築する. (大和
田) 
(4)   可換な関数環やハーディ環の理論
の非可換化を進め, 非可換ハーディ空間
の理論を構築する. (大和田, 斎藤, Ji)  
(5)   正規でない作用素から生成される
作用素環を考え, その構造解析を通じて
正規でない作用素の研究を進める. (大和
田, Ji, 斎藤) 
(6)   接合積の部分環の研究に半群理論
を利用して代数的な特徴づけを行い, 作
用素環論におけるスペクトル理論を用い
た部分環の性質の研究を行う.  



 

 

(大和田, 斎藤, Ji, 綿谷) 
(7)   これまでの離散群に関する解析的
接合積の理論を, より一般的な群に置き
換えて考察する. またその不変部分空間
の構造を調べる. (大和田) 
(8)   綿谷が行っているヒルベルト空間
の部分空間の配置に関する研究を通じて, 
不変部分空間の構造を考察する. (大和田, 
綿谷, 斎藤) 
 
これらの研究計画を達成するためには研

究分担者として斎藤(新潟大学)の解析的接
合積とその不変部分空間に対する専門的知
識およびバナッハ空間における関数解析的
なテクニックと綿谷(九州大学)のヒルベル
ト空間の部分空間の配置や作用素環論に関
する専門的な知識が必要であった. また, 
研究協力者である中国  Shaanxi Normal 
Univ. 教授の Ji とは, これまでも共通の
問題意識をもって多くの共同研究を行って
きたが, 本研究課題に関しても引き続き Ji 
の subdiagonal 環における解析的手法とそ
の不変部分空間の理論および作用素論にお
ける不変部分空間の専門的知識が重要であ
った. これら３名の研究者それぞれの専門
的な知識が研究代表者を中心とし有機的に
結びつきながら影響し合い研究が遂行され
た.  
 
４．研究成果 

本研究の目的は, ヒルベルト空間におけ
る不変部分空間の問題に関連して, 自己共
役でない作用素環の構造を詳細に調べると
共に, それに関する不変部分空間の構造解
析を行うものである. 解析的接合積は接合
積の自己共役でない部分環としてよく知ら
れていて, これまでに多くの興味深い結果
が得られている. その一方で解析的部分環
は Arveson によるスペクトル解析の研究に
動機付けられ, 作用素環における解析性の
研究を中心に不変部分空間の構造や分解性
そして極大性など様々な研究が盛んに行わ
れてきた. von Neumann 環のある部分環を真
に含む部分環は全体である場合, その部分
環は極大であるという. 解析的接合積にお
けるσ弱閉部分環の極大性の問題は１９８
０年代から盛んに行われているがそれらの
研究は全て semigroup を固定して考えられ
てきた. 我々は極大性の問題を semigroup 
の性質と結び付けて捉え直すことにより, 
その構造をより深く理解することが出来る
のではないかと予想した. 実際に, 解析的
接合積の diagonal が因子環であるとき解
析 的 接 合 積 が 極 大 な ら , 付 随 す る 
semigroup はどのような条件を満たさなけ
れ ば な ら な い か を 考 え , archimedean 
totally order を引き起こす場合に限るこ

とを突き止めて J. Math. Anal. Appl. へ発
表した.  
また、これらの研究に関連して、不変部分

空間の構造を研究する上で興味深い対象で
ある２次元トーラス上の Lebesgue 空間に関
して, その不変部分空間の枠をうまく捉え
ることでその概形を把握する事に成功し 
Hokkaido Math. Journal へ発表した.  
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