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研究成果の概要： 

水の波の基礎方程式系は，長波近似を行うことにより様々な分散型方程式や浅水波方程式で近

似される．本研究では，２層流体の内部波を記述する Benjamin-Ono 方程式，および浅水波方程

式による基礎方程式系の近似に対して，基礎方程式系の解と近似方程式の解との誤差評価を導

出することにより，それら近似の数学的に厳密な正当性を与えた． 
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１．研究開始当初の背景 

河川を流れる水や大海原を満たしている
海水と大気が接する水面の運動は「水の波」
あるいは「水面波」と呼ばれ，物理的および
工学的観点からの重要性により古くから研
究の対象となって来た．その水の波は，重力
場の下での非圧縮かつ非粘性流体の渦なし
流に対する自由境界問題として偏微分方程
式系によって数学的に定式化されるが，その
解析は易しくなく，今日でもなお研究者の興
味を引いてやまない．その解析の困難な点は，
主として以下の 3 点に起因している． 
 ① 基礎方程式系・境界条件の非線形性 
 ② 境界の形状が未知であること 

 ③ エネルギー散逸の構造を持たないこと 
研究代表者はこれまで，その水の波の基礎方
程 式 系 に 対 す る 初 期 値 問 題 の 適 切 性 
(Well-posedness) およびその解の漸近的な
振る舞いについて詳しく調べてきた． 
 水の波の歴史は古く，Korteweg & de Vries 
(1895)が導出した有名な KdV方程式も水の波
の基礎方程式系から出発して導出されたも
ので，ある長波近似の極限方程式として理解
される．ところが，その基礎方程式系に対す
る初期値問題の適切性が調べられたのは比
較的最近である．2 次元空間の場合，水深が
無限であり，かつ初期値は十分小さいという
条件はつくものの，その初期値問題の適切性
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が Nalimov (1974)によって証明された．これ
は，この方面の研究の先駆的な結果である．
その後，ほぼ平らな水底がある場合，そして
水面上に表面張力が働いている場合の適切
性が Yosihara (1982, 1983)によって証明さ
れた． 
 これらの結果を基礎として，研究代表者は，
水面の上方にある流体の運動も考慮に入れ
た水の波の２層問題（内部波），渦の影響を
考慮した場合の水の波，および地球を取り巻
く海の運動を空間 2次元化した円環状領域で
の循環流における水の波の初期値問題の適
切性を調べた．また，大きな初期値に対する
適切性については，水面上に表面張力が働い
ていない場合には Wu (1997)により，表面張
力が働いている場合には研究代表者により
肯定的に解決された．未解決問題として知ら
れていた３次元空間の場合の初期値問題の
適切性については，表面張力が働いていない
場合に限られるが，水深が無限の場合には Wu 
(1999)により，滑らかな水底がある場合には
Lannes (2005)により解決された．以上の結
果は，どれも時間局所的な適切性しか扱って
おらず，水の波の時間大域的な挙動を厳密に
調べた結果は研究代表者の部分的な結果し
かない． 
一方，物理学者および工学者は水の波の基

礎方程式系を適当な方法で近似し，その近似
方程式の解の挙動を調べることによって水
の波の挙動を理解してきた．その最も簡単な
方法が線形近似である．その線形方程式の分
散関係を調べることによりある程度の情報
は得られるが，非線形効果によって生じる現
象，例えば，波が砕けることや孤立波解の存
在等は説明出来ない．そこで非線形効果も取
り入れた近似として，長波近似がある．長波
近似の代表例としては，上で述べた KdV 方程
式がある．Scott Russell (1845)によって観
察された水面上を伝わる孤立波の存在は，こ
の KdV方程式が孤立波解を持つことから理論
的に保障されている． 

さて，水の波の基礎方程式系を無次元化す
ると，δ＝（水深）／（波長）およびε＝（振
幅）／（水深）という 2 つの無次元パラメー
ターが現れる．ここでは，δ→0 の極限を長
波近似と呼ぶことにする．さらに，表面張力
を考慮する場合には Bond 数と呼ばれる無次
元パラメーターμも方程式系に現れる．これ
ら 3つの無次元パラメーターの間の関係によ
り，尐なくとも以下の 4 つの長波近似が考え
られる： 
 ① 浅水波極限：ε＝１，δ→0 
 ② Benjamin-Ono 極限：ε＝δ→0 
 ③ KdV 極限：μ≠1/3，ε＝δ２→0 
 ④ Kawahara 極限：μ＝1/3，ε＝δ４→0 
これらの長波近似における水の波の基礎方
程式系の極限方程式として，それぞれ，浅水

波方程式，Benjamin-Ono方程式，KdV方程式，
Kawahara 方程式が導かれる．この他にも，振
幅変調波を対象とした非線形 Schrödinger方
程式や Davey-Stewartson 方程式系による近
似もある．このように，水の波の基礎方程式
系は浅水波方程式および様々な分散型方程
式の源泉になっている． 
 ここで，上記の近似は本当に正しいのか？
すなわち，近似方程式の解は水の波の基礎方
程式系の解を近似しているのかどうか？さ
らには，その近似の精度はどの位であり，近
似の限界はどこまでか？という素朴な疑問
が生じる．物理学者や工学者は長波近似を行
う際，暗黙のうちに，水の波の基礎方程式系
に対する初期値問題の解が比較的長時間
（O(ε－1)の時間区間）存在し，しかもその解
および解の導関数がパラメーターに関して
一様に有界である，ということを仮定してい
る．しかしながら，長波近似は特異摂動問題
であり，数学的に見るとそれは決して自明な
ことではない． 
 浅水波近似の数学的に厳密な正当性は，抽
象的 Cauchy-Kowalevskiの定理を用いる解析
関数の枠組みにおいて，周期境界条件の下 
Ovjannikov (1974)により ，また一 般の 
Cauchy 問題については Kano & Nishida 
(1979)により与えられた．しかしながら，初
期値問題として自然な Sobolev空間における
正当性は未解決であった． 
KdV 近似の数学的に厳密な正当性は，水面

波が一方向にのみ運動するという制限の下
Craig (1985)により，また一般の場合には
Schneider & Wayne (2000)により与えられた．
しかしながら，Schneider & Wayne の結果は
かなり弱い形で与えられており，比較的長時
間における解の存在は証明しているものの，
解の導関数のパラメーターに関する一様有
界性は保障していない．それゆえ、波の一方
向性を仮定したとしても，彼らの結果からは
Craig の結果を得ることは出来ない．また
Schneider & Wayne (2002)は今述べたような
弱い形で Kawahara 近似の数学的に厳密な正
当性も与えた．研究代表者は，Craig のアイ
デ ア を よ り 精 密 に す る こ と に よ り ，
Schneider & Wayne の KdV 近 似 お よ び
Kawahara 近似の正当性の結果を満足できる
形に改良すると同時に，水底に凹凸がある場
合，その凹凸が KdV 近似および Kawahara 近
似に与える影響を調べていた．しかしながら，
２層流体の内部波を記述する Benjamin-Ono
方程式による近似の正当性は未解決であっ
た． 
 

２．研究の目的 

 「研究開始当初の背景」欄において記した
ように，水の波の基礎方程式系の長波近似に
よる近似方程式の解が元の基礎方程式系の



 

 

解を近似しているのかどうか？という素朴
な疑問に対して数学的に厳密な回答を与え
ることが本研究の目的である．より詳しく述
べると，物理学者や工学者が行う形式的な近
似は「方程式系の近似」を指し，その形式的
な近似に対して数学的に厳密な正当性を与
えるということは「解の近似」に相当してい
る．長波近似は特異極限に当たり，方程式系
の近似が直ちに解の近似を導く訳ではない．
特に，比較的長時間における解の存在や，そ
の解の一様有界性を示すことが重要な鍵と
なるが，それらは簡単に示されない． 

 KdV 極限や Kawahara 極限については，既に
ほぼ満足できる形の結果が得られている．未
解決であった Sobolev空間における浅水波近
似および Benjamin-Ono 近似の正当性を与え
ることが本研究の目的である． 
 

３．研究の方法 

(1) 関連する文献を精読することにより水
の波の基礎方程式系の特性をよく理解
し，問題の本質を見極めると同時に，問
題点を克服するための新しい計算手法
や新たな視点を見い出すことに努めた． 

(2) 文献の内容が完全に理解できなかった
り，文章中には陽に書かれていない隠れ
たアイデアが掴めないような場合，その
著者を招聘するか研究代表者が当該研
究機関を訪問して知識の提供を求め，問
題のより良い理解に努めた． 

(3) 関連する研究者が多数参加する研究集
会に参加したり，研究代表者が主催して
いる慶應義塾大学理工学部での『非線形
解析セミナー』に関連研究者を招聘し，
講演をして頂いた．それらを通して最新
の研究成果に触れたり，研究討論を行っ
て新たな視点を模索した． 

(4) 新しい計算手法や新たな視点を基にし
て，研究代表者，研究分担者，連携研究
者が独立に計算を行った．その計算は紙
面上での手計算が中心であった．そして，
お互いに密に研究連絡を取り合うこと
によってアイデアを共有したり研究の
進展状況を把握したりして研究の進展
に努めた． 

 

４． 研究成果 
(1) 水面の上方にある流体の運動も考慮に

入れた２層流体に対する長波近似を数
学的に解析し，代表的な分散型偏微分方
程式の一つである Benjamin-Ono 方程式
の数学的に厳密な正当性を与えた．より
正確には，ε＝δ→０という極限におい
て，水面波の２層問題の解が O(ε－１)と
いう比較的長い時間スケールで存在し，
その解が Benjamin-Ono 方程式の解によ
り O(ε)という精度で近似されることを

証明した．２層水面波の初期値問題の可
解性は既に研究代表者によって得られ
ているので，証明の鍵になったのは O(ε
－１)という比較的長い時間スケールでの
解の a priori 評価を得ることであった．
Cauchy-Riemann 方 程 式 系 に 対 す る 
Dirichlet-to-Dirichlet 写像の漸近展
開を Craigのアイデアをより精密にする
ことにより導出し，これとエネルギー法
を組み合わせることにより，その a 
priori 評価を得ることに成功した． 

(2) Nalimov の先駆的な結果から始まるこれ
までの研究により，水の波の基礎方程式
系に対する初期値問題は，水面上の物理
量のみに対する閉じた方程式系に同値
変形され，しかもその変形によって初め
てその方程式の主要部の具体的な形が
現れることが分かっていた．それを行う
ためには Laplace 方程式に対する 
Dirichlet-to-Neumann 写像，あるいは 
Cauchy-Riemann 方 程 式 系 に 対 す る 
Dirichlet-to-Dirichlet 写像等を用い
なければならない．  

これまでの研究では，Laplace 方程式に
対する Dirichlet-to-Neumann 写像の性
質は特異積分作用素や擬微分作用素の
理論を用いて調べられて来た．本研究で
はその方針を刷新し，適当な微分同型写
像を用いて複雑な領域上の問題を簡単
な領域上の問題に変換し，Green の公式
を適用するだけで浅水波近似の正当性
の証明に必要な Dirichlet-to-Neumann
写像の性質を導き出した．そして先行結
果における計算よりもはるかに初等的
で簡単な計算により，解のδに関して一
様な評価が得られた．その結果として，
これまで未解決であった Sobolev空間に
おける水の波の浅水波近似の数学的に
厳密な正当性を与えることに成功した． 
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