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研究成果の概要：衝突積分項の積分核が粒子の衝突角度を変数として特異性もつ、non-cutoff 

ボルツマン方程式に対して、空間一様、非一様な場合の両者について解の平滑効果を示し、後

者についてはこれまで未解決であった古典解の局所存在と解の一意性を明らかにした。またボ

ルツマン方程式と、関連するランダウ方程式などの気体運動論の基礎方程式について解の

Gevrey 性、解析性、超解析性などのより詳しい滑らかさを考察した。 
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１．研究開始当初の背景 
(1) 気体運動論の基礎方程式であるボルツ
マン方程式は微分積分方程式であり、物理的
に重要なモデルでは、その積分項の核が粒子
の衝突角度を変数として特異性を持つ。これ
までの多くの研究は特異性をもつ角度が０
の部分を取り去った (Grad’s angular 
cutoff)条件の下で議論されてきた。長距離
相互作用を考慮した積分核が特異性をもつ
場合は、2000 年に発表された Alexandre, 
Desvillettes, Villani, Wennberg の論文に
より、衝突積分項の下からの劣楕円型評価が 
数学的に rigorous な形で明らかになった。 
(2)上記の評価により、non-cutoff ボルツマ

ン方程式は、空間一様な（時間と速度のみを
独立変数とする）場合は熱方程式の速度変数
によるラプラス作用素をその分数べきに置
き換えた方程式とみなすことができ、また、
空間非一様な場合は、コルモゴロフ方程式に
ついて同様な置き換えをしたものであると、
粗 く 述 べ る こ と が で き る 。 実 際 、
Desvillettes,Wennberg (2004)は、一部形式
的な議論を含むものの、劣楕円型評価から空
間一様な non-cutoff ボルツマン方程式につ
いて初期値問題に対して熱方程式と同様な
解の平滑効果が起こることを示した。 
(3)Alexandre,Safadi(2005)は、空間一様な
ボルツマン方程式に対する上記の結果を、
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Littlewood-Paley 分解などの調和解析の方
法を用いて数学的に rigorous な形で導いた。
また、同様な調和解析の手法により、衝突積
分項の擬微分作用素としての上からの精密
な評価が Alexandre(2006)により与えられた。
(4)空間非一様な場合、non-cutoff ボルツマ
ン方程式を退化楕円型方程式の典型例であ
るコルモゴロフ方程式の類似物として捉え
て解の regularity を考察する試みは、
Bouchut(2002)を除いて多くの結果は得られ
ていなかった。 
(4) 衝突積分項の下からの劣楕円型評価が
明らかになる以前に、non-cutoff ボルツマン
方程式の初期値問題の解を Gevrey 関数空間、
解析関数空間で構成した鵜飼正二(1984)の
先駆的結果を除き、空間非一様な場合の古典
解の存在は未解決であった。 
 
２．研究の目的 
(1)空間非一様な non-cutoff ボルツマン方
程式の線形近似モデルとして 
Dt f + v ・Dx f  - i a(x, v)(-Δv )

 s f = 0,  
a(x, v) > a0 >0 

を考察し Hoermander Lie bracket 条件によ
る時間変数 t,空間変数 x に関する劣楕円型
評価式の導出を解の大域的な性質を考慮し
て速度変数 v の多項式増大度を加味したソ
ボレフ空間で行う。 
(2)上記の時間、空間変数に関する劣楕円型
評価を得るために、ラプラス作用素 -Δv  の
場合に知られている”Fefferman の不確定性
原理”をラプラス作用素の分数べきの場合
に拡張する。更にボルツマン方程式の安定解
である Maxwellian (Gauss 関数) M(v) の周
りでの線形近似方程式 
Dt f + v ・Dx f  = iQ(M,f),   Q 衝突積分項 
についてその解の平滑効果を退化楕円型作
用素の準楕円性の研究で用いられた擬微分
作用素などの超局所解析（ microlocal 
analysis）理論により示す。 
(3) 衝突積分項(collision term)の上と下か
らの評価で鍵となる、衝突積分項と解 f との
L2 内積に対して成立する Bobylev identity 
(L2 関数とそのフーリエ変換について成立す
る Plancherel 型公式)を、超局所解析の立場
から捉え直し評価の改良を行う。 
(4)退化楕円型作用素の準楕円性を示す際に
用いる擬微分作用素の尺度関数と衝突積分
核との交換子（commutator）の考察から、解
の無限回微分可能性は衝突積分項が対数オ
ーダー程度の弱い楕円性 ( log(1-Δv )) 

r ,ｒ> 1 
を持てば従うことが予想される。一方、分数
べきの楕円性を持てば、分数べきに応じた
Gevrey 関数空間に解がぞくすることが予想
さ れ る 。 こ の 観 点 か ら 、 空 間 一 様 な
non-cutoff ボルツマン方程式の解の平滑効
果について、Desvillettes, Wennberg と 

Alexandre, Safadi の先行結果を検討する。 
 
(5)上記で得られた、non-cutoff ボルツマン
衝突積分項に関する超局所解析理論を用い
て空間非一様な非線形 non-cutoff ボルツマ
ン方程式の解の平滑効果を弱解より少し強
い微分可能性と速度変数に関する遠方での
多項式オーダーの減少を仮定して導く。また 
仮定をみたす古典解の存在を示す。 
 
３．研究の方法 
(1) 代表者と分担者浅倉史興氏は、ボルツマ
ン方程式の離散化モデルに対するJ.-M. Bony 
の結果と関連する最近の研究動向について 
研究討論を行うともに、国内外の関連する研
究者と情報交換を行った。浅倉氏は非線形双
曲型保存則系の豊富な研究経験と知識から
ボルツマン方程式の解の保存則と、ボルツマ
ン方程式の導出に関して的確な助言を与え
た。分担者上木直昌氏は、non-cutoff ボルツ
マン方程式に関する確率解析の研究論文を
解説した。特に、空間一様な、non-cutoff ボ
ルツマン方程式で積分核が粒子の相対速度
によらない場合(Maxwellian molecule type)
の初期値問題の一意性に関する、H.Tanaka, 
Toscani-Villani の確率解析による結果の解
説は解析的な一意性の証明と比較する上で
参考になった。 
(2) 代表者と研究協力者Chao-Jiang Xu 氏は
各年度、数週間にわたる京都大学における共
同研究の機会をもった。また研究協力者 Tong 
Yang、鵜飼正二両氏は京都大学におけるこの
共同研究に各年度 1週間程度参加し、大型黒
板を用いて集中討論を行い、さらに黒板上の
討論結果を記録した画像ファイルを元に e-
メールにより共同研究を深化させた。研究協
力者 Radjesvarane Alexandre 氏は 2008 年度
に京都大学における共同研究に参加した。代
表者とすべての研究協力者はフランスにお
け る 共 同 研 究 、 香 港 城 市 大 学 （ City 
University of Hong Kong）おける数度の共
同研究の機会をもった。また横浜市在住の鵜
飼正二氏と、代表者は京都大学の東京駅連絡
事務所を利用して研究討論を定期的に行っ
た。 
 
４．研究成果 
研究目的(1)で述べた線形近似モデルについ
て劣楕円型評価を s >1/3 の場合に、退化楕
円型作用素の解析で用いるLie bracket の方
法で示し、解の滑らかさを非線形の外力項が
ついた方程式まで含めて明らかにした（発表
論文⑦）。sが 1/3 以下の場合は、このような
方法では変数 t,xに関する劣楕円型評価は得
ることができないので、目的(2)で述べた一
般化された不確定性原理を拡張し、non- 
cutoff ボルツマン方程式の Maxwellian 



 

 

M(v) の周りでの線形近似方程式につい解
の平滑効果を示した(発表論文⑥)。論文⑥で
は不確定性原理については、ラプラス作用素
をその分数べき、更には対数オーダーの弱い
楕円性にまで拡張したが、non-cutoff ボルツ
マン方程式のモデルとしては衝突積分核が
粒子の相対速度によらない Maxwellian 
molecule type でかつ、弱い特異性をもつ場
合（s<1/2）であった。論文④では、目的(4)
で述べた Desvillettes 等の空間一様な non- 
cutoff ボルツマン方程式に関する先行結果
を、擬微分作用素論など超局所解析の立場か
ら検討し、Maxwellian molecule type の場
合には、Villani によって得られたすべての
弱解について平滑効果がおこることを示し
た。この方法では、対数オーダー程度の弱い
楕円性 ( log(1-Δv )) 

r ,ｒ> 1 があれば良く、 
そのような楕円性を与えるモデルは、２粒子
間の斥力が Debye-湯川ポテンシャルに従う
場合に導かれることを示した。また、ラプラ
ス作用素の分数べきの楕円性があるときは、
Gevrey 関数空間の平滑効果が予想される
ことを考慮して Maxwellian  M(v) の周り
での線形近似方程式に対して Gevrey 平滑効
果を示した。更に論文⑤では、目的(3)で述
べた、ボルツマン衝突積分項の上と下からの
評価の改良を行い、空間一様な non- cutoff
ボルツマン方程式について、積分核が２粒子
の相対速度による場合についても、解の平滑
効果がおこることを示した。ただし、技術的
な理由から相対速度が 0になる特異性を修正
したモデル(modified hard potential case)
を対象としている。論文⑤で得た衝突積分項
の評価と、論文⑥で開発された不確定性原理
を用いて、目的（5）で述べた空間非一様な
非線形 non-cutoff ボルツマン方程式の解の
平滑効果を弱解より少し強い微分可能性と
速度変数に関する遠方での多項式オーダー
の減少を仮定して導くことに成功した（論文
①）。また、上の条件をみたす時間局所解の
存在を、積分核が弱い特異性（s<1/2）をも
つ場合に示した。得られた局所解は、Gauss 
関数程度の速度変数に関する減少オーダー
をもつ解のクラスで一意的である。積分核が 
強い特異性をもつ場合の局所解の存在、大域
解の存在、衝突積分核の相対速度に関する特
異性の処理などは今後に残された課題であ
る。論文③では、non-cutoff ボルツマン方程
式の積分核の特異性が最大になった場合の
モデルとして考えられるランダウ方程式に
ついて、その解の滑らかさについて解析性よ
りも強い超解析性が示された。結果は空間に
一様、Maxwellian molecule type な場合で
あるが、熱方程式の解がもつような性質であ
り、衝突積分核が強い特異性をもつ場合に、
non-cutoff ボルツマンについても期待でき
る性質で興味深い。また，論文②で線形退化

楕円型作用素とボルツマン方程式などの非
線形偏微分方程式との定性的な類似性を検
証する観点から,ある種の Lie-bracket 条件
をみたす準線形偏微分方程式についてその
実解析解が無限回微分可能な関数空間では
不安定であることを明らかにした。 
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