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研究成果の概要：数理生態学に現れる非線形拡散を伴う反応拡散方程式システムを解析した。

これは生存競争を行う 2種の生物種の棲み分け現象を記述するモデルとして定式化されたもの

である。正値定常解は 2種の生物種の共存状態として生態学的にも意味のある解であり、この

ような解の構造解明が重要なテーマである。正値定常の存在を示すための理論・技法の開発を

おこなった。同時に、非線形拡散係数を無限大とする場合の極限問題と、本来の問題との関係

を調べることにより、解構造解明への手がかりをつかむことができた。 
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１．研究開始当初の背景 
 物理学、化学反応、数理生態学などの分野で
観測される現象のなかには、密度や濃度の濃淡
の違いにより、縞模様のパターンとなって現れ
るものがある。このような現象は非線形の反応
拡散方程式系として定式化されることが多い。
反応拡散方程式系に対する数値シミュレーショ
ンを実行すると、ダイナミクスの激変を伴う分
岐、振動、パターンの形成や界面の生成などの
非線形現象が観測される。このような現象を数
理科学の問題と捉え、理論的に解明することは
重要なテーマである。しかし、現状は理論的な
アプローチが端緒についたにすぎない。 
 パターン、界面の生成や発展について、相転
移の方程式や数理生態学に登場するロトカ・ボ
ルテラ型の反応拡散方程式系などを中心に研究
が進みつつある。相転移の方程式では相の変化
域が遷移層に対応し、数理生態学の方程式では
種の棲み分けが空間的非一様性を伴う解に対応
している。 
 反応拡散方程式の解の性質のうち、解のプロ
ファイル（形状）のような空間的非一様性に関
わる性質を、モデルとする現象に即して解釈す
ると非常に興味深い。さらに非一様な状態が時
間的に推移していく過程を研究する意義も大き
い。しかし、これらのテーマに関わる統一的な
理論、技法はほとんど開発されていないのが現
状である。 
 
 
２．研究の目的 
 当研究ではパターンや界面に代表される空間
的な非一様性に着目し、非線形拡散方程式の解
における、空間的非一様性の発生のメカニズム
とその遷移過程の様子を理論的に明らかにする
ことを目指す。主として扱う非線形方程式は数
理生態学に現れる次の形の反応拡散方程式であ
る： 
  ),,(])),(1[( vuufuvuut ++∆= α  
  ),,(])),(1[( vuvgvvuvt ++∆= β  
これは非線形拡散を伴う 2 種類の生物の生存競
争を扱うモデルであり、u,v はそれぞれ個体数
密度を表す。このような形のシステムは 2 種の
生物の棲み分け現象を記述するために 1979 年
に Shigesada-Kawasaki-Teramoto により提起
されたものが最初である。その後、多くの数学
者により研究されているものの、時間大域解の
存在、正値定常解集合の構造など、完全な解明
に至っていない問題も多い。 
 
(1) 非定常問題の時間大域解の研究 
 上に挙げた非線形拡散方程式系のうちで 

,),( vuvu γαα +=  ,),( vuvu δββ +=  
,),( cvuavuf −−=  

,),( vdubvug −−=  
の形のものが、ロトカ・ボルテラ型の競合モデ
ルに対するシステムである。ここで、α,β,γ,
δは非負定数、a,b,c,d は正定数である。数学的
に求められることは、任意の非負初期関数に対
して、時間大域解を構成することである。これ
までに、非線形拡散係数（ cross-diffusion, 
self-diffusion）や空間次元に制約を置いた上で、
大 域 解 の 構 成 が  Yagi, Lou-Ni, Le, 
Choi-Lui-Yamadaらによってなされている。今
後は、空間次元などの制約を弱くした上で、時
間大域解を構成すること、解の有界性を示すこ
と、グロバール・アトラクタを構成し、その次
元を評価することなどが具体的な研究目標であ
る。 
 
(2) 定常問題の正値解集合の構造の解明 
 (1)で挙げたようなロトカ・ボルテラ型の競合
モデルで、交差拡散（cross-diffusion）を伴うケ
ースを考える。同次ノイマン境界条件下、空間
次元が 1の場合はMimura, Tsujikawa, Kan-on
らの結果、空間 2，3次元のケースは Lou-Niの
結果があり、空間非一様な正値定常解の存在条
件が知られている。また、同次ディリクレ境界
条件の場合は Yamadaによる正値定常解が存在
するための十分条件が得られているにすぎない。
しかし、いずれの境界条件のケースも、解の個
数、プロファイル、安定性など、解の定性的性
質は未解明のままである。解集合の構造につい
てより詳細な結果を求めることが重要である。 
 
 
３．研究の方法 
 研究の成果を挙げるための一般的な方法は、
非定常問題の解析においては、発展方程式論、
関数解析学などの理論を利用することである。
しかし、統一的な理論のもとで、時間大域解が
構成できるわけではない。局所解の構成、アプ
リオリ評価の導出など、随所に解析の工夫とア
イデアが必要となる。また、定常問題における
正値解の存在については、分岐理論、写像度の
理論、関数解析学などにより最小限の結果は得
られる。しかし、解のプロファイル、安定性な
どのレベルの高い成果を得るためには、新しい
理論・技法・アイデアの開発が必要となる。 
  
(1)当研究の役割分担 
上記の状況を踏まえ、研究代表者、連携研究
者は次のような役割分担をした。 
①非線形偏微分方程式全般にわたる研究を山田、
堤が分担、非線形放物型方程式の研究を大谷、
竹内、久藤が分担、非線形楕円型方程式の研究
を大谷、田中、廣瀬、大屋が分担し、山田が研
究統括を行った。 



 

②応用解析の立場から、堤、大谷、中島，久藤
が協力し、必要な理論、道具、技法の開発を行
った。 
③パターンの形成、界面の生成など、解の挙動
を調べる上で必要な数値シミュレーションを若
狭が行った。 
④界面の生成に関し、中島、若狭が研究協力を
行った。 
⑤定常問題の変分法による研究協力を田中、大
谷、大屋が行った。 
⑥反応拡散方程式について久藤、中島、佐藤、
若狭が研究協力を行った。 
 
(2)成果の発表と研究交流 
 代表者、連携研究者は本研究に関連するテー
マで開催される国際会議、研究集会、シンポジ
ウムに参加、成果発表や研究討論を通して研究
交流を行った。数学分野では、このような研究
者間の直接の交流を通して、数学的に重要なア
イデアが生れたり、新しい視点から問題を取り
組むことができる、などのメリットがある。本
研究においても、海外の研究者との交流の幅が
拡がり、将来の研究交流の道が開かれた。 
 
 
４．研究成果 
(1) 非線形拡散を伴うロトカ・ボルテラ型競合モ
デルに対する定常問題の解析 
 同一の領域で生存競争する 2 種の生物種の個
体数密度を u,v とする。自然界ではそれぞれの
生物の拡散を考える際に、通常のランダムな拡
散に加え、自他それぞれの種の個体数密度の影
響を受けるような拡散効果も考慮に入れるのが
自然である。このように考えると、u,v の変化
は交差拡散項を含む反応拡散方程式系 
 ),(])1[( cvuauuuvut −−+++∆= γα  

),(])1[( vdubvvvuvt −−+++∆= δβ  
によって与えられる。これは 2 種類の生物種の
棲み分け現象をモデル化するため 1979 年に
Shigesada-Kawasaki-Teramoto により提起さ
れたものである。 
 本研究では定常問題に焦点を絞り、同次ディ
リクレ境界条件のもとで、次の形の非線形楕円
型方程式システム 
  ,0)(])1[( =−−++∆ cvuauuvα  
  ,0)(])1[( =−−++∆ vdubvvuβ  
に対する正値解の構成法や、存在証明を研究し
た。ここでは反応項に現れる a,b に着目し、正
値解の存在条件を a,b を利用して表現するこ
とができた。 
このためのアプローチの仕方として、Dancer 
らにより開発された写像度の理論を用いる方法
と、分岐理論を用いる方法の 2 つがある。どち
らの方法も適用可能であるが、写像度理論によ

る方法は解の存在証明自体においては非常に強
力であるものの、背理法に基づく証明となるた
め、具体的に解を構成するものではない。した
がって、解の詳しい性質についての情報は乏し
い。一方、分岐理論を利用する方法は、局所分
岐解を具体的に構成することになる。これによ
り、a,b を分岐パラメータとみなすと、正値解
の分岐の方向や安定性についての情報を導くこ
とが可能である。ただし、これは局所的なもの
であり、大域的な分岐構造についての情報には
制約がある。 
非線形拡散を伴う楕円型方程式系に対する上
記の研究成果は、統一的に展開することが可能
であり、M.Chipot 教授編纂の Handbook of 
Differential Equations: Stationary Partial 
Differential Equatons, Vol. 6 の第 6章として
論文にまとめられている。 
 
(2) 分数型非線形拡散を伴うロトカ・ボルテラ
型の捕食者・被食者モデルの研究 
 分数型の非線形拡散項を伴うタイプの捕食
者・被食者モデルに対する楕円型方程式の解析
をおこなった。u,v をそれぞれ、被食者、捕食
者の個体数密度とすると、非線形楕円型方程式
システムは次の型に表わされる： 

,0)( =−−+∆ cvuauu    
,0)(]))1/(1[( =−++++∆ vdubvvuβγ こ

こで a,c,d,β,γは正定数である．被食者の個
体数密度が増加すると、これに反比例して捕食
者の拡散係数が減少するような、上のタイプの
システムは現実に即した定式化である．とくに
交差拡散係数βが正値解集合の構造にどのよう
な影響を及ぼすかを知ることは数学的にもまた
生態学的に興味深い問題である。 
 同次ディリクレ境界条件のもとで、上記楕円
型方程式系に対する正値解について、存在条件
を係数 a,b に対する条件として書き下すこと
ができる。このためのアプローチの仕方は、写
像度理論、分岐理論どちらの方法も有効である。 
 正値解集合の構造について、より詳細な情報
を得るためにはまだ困難がある。そこで、拡散
係数βを無限大まで大きくすることにより、正
値解がどのような関数に収束するか、その極限
関数のみたすべき問題は何か、などの問題から
手がかりをつかむことも重要である。β→∞の
とき，正値解の極限関数は 

,0)( =−−+∆ vuauu  
,0)( =−++∆ vdubvv  

の正値解に収束するか、あるいは 
  ,0)( =−+∆ cvaww  
  ,0)(]))1/(1[( =−+++∆ vbvvwγ  
の正値解（ただし後者においてはβu→w）に収
束するかのいずれかであることがわかった。係
数 a,b が特別な条件をみたさない限り、上の 2



 

つの問題が同時に正値解をもつことはないこと
も示されている。したがって、β→∞のときの
正値解の挙動に関し、2つの極限問題のどちらに
収束するか、についても特徴付けが可能である
ことがわかった。 
 
(3) 非線形拡散方程式の極限問題の解析 

(2)で述べたように、交差拡散項の係数が無限
に大きくなるときの情報についてはかなり詳し
い結果を得ることができた。この中には極限問
題自身に対する正値解についての情報も含まれ
る。捕食者・被食者モデルの解析において登場
した極限システム 

,0)( =−+∆ cvaww  
  ,0)(]))1/(1[( =−+++∆ vbvvwγ  
について、どんな条件下で正値解をもつか、解
をどのように構成するかについて、分岐理論を
利用し、係数 a,b に関する条件を設けて成果を
示すことができる。極限問題の可解性について
のこの結果は、β→∞での正値解の挙動を決定
する際に貴重な役割を果たす。 
 また、極限問題を導く際に開発したアイデ
ア・技法は、汎用性の高い技法であり、競合モ
デルの解析においても有用である。簡単のため、 

,0)( =−−+∆ cvuauu    
,0)(])1[( =−−++∆ vdubvvuβ  

を、同次ディリクレ境界条件のもとで考える。
β→∞での正値解がどのような挙動をするか調
べるときには、βに関して一様なアプリオリ評
価を解 u,v に対して導くことがポイントとなる。
空間次元が 5 以下であるという技術的制約があ
るが、解 u,v についてβに無関係な評価を求め
ることができた。これは、比較定理、エネルギ
ー評価、楕円型方程式に対する評価、ソボレフ
の埋め込み定理などを組み合わせて初めて可能
となったものである。 
 次のステップは極限移行である。得られた成
果はβ→∞とともに正値解 の極限関数は

であるか（ただし は  
),( vu

)0,( *u *u
0)( *** =−+∆ uauu  

の正値解である）、もしくは次の問題の正値解 
 に収束すること： ),( vw

   ,0)( =−+∆ cvaww
  ,0)(])1[( =−++∆ vbvvw  
（後者においては wu →β ）に限られる点であ
る。この極限問題についても、どんな a,b につ
いて、正値解が存在するか、分岐理論を利用し
てかなり詳しい結果を導くことができた。 
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