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研究成果の概要（和文）：重力場中のフェルミオンやゲージアノマリーを持った理論の格子によ

る非摂動論的定式化、低次元の超対称ゲージ理論の格子定式化に関する理論的解析と数値シミ

ュレーションに基づいた研究とを行った。最も特筆すべき成果は、２次元の N=(2,2)超対称

Yang-Mills 理論の格子定式化において、格子正則化によって壊された超対称性が連続極限で全

て回復することを超対称性 Ward-高橋恒等式を数値的に測定することで確認したものである。 
 
 
 
研究成果の概要（英文）：We studied nonperturbative lattice formulation of fermions in the 
gravitational field, anomalous gauge theories and low-dimensional supersymmetric gauge 
theories, on the basis of theoretical analyses and numerical simulations. As the most 
significant achievement, we confirmed in a lattice formulation of the two-dimensional 
N=(2,2) supersymmetric Yang-Mills theory that supersymmetry (which is broken by the 
lattice regularization) is restored in the continuum limit, by numerically measuring 
supersymmetric Ward-Takahashi identities. 
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１．研究開始当初の背景 
場の量子論は微視的世界の物理を記述する
ための基本言語であるが、高い対称性を持つ

場の量子論を摂動論を越えたレベルで定式化する
ことは容易ではない。ゲージ対称性を持つ場の量
子論の非摂動論的定式化としては、現在のところ



格子定式化が唯一の系統的方法である。特に、
量子色力学（QCD）の格子定式化は、数値シ
ミュレーションと組み合わせることで、ハド
ロンのスペクトラムやカイラル対称性の自
発的破れなど、QCD の低エネルギー物理の
解明にこれまで目覚ましい成果をあげてき
た。そのため、格子定式化、より具体的には
格子ゲージ理論をより広い範囲の場の量子
論に適用しようと考えるのは極めて自然で
ある。しかしながら、格子ゲージ理論の構成
法においては対称性と関連した制約が極め
て強く、重力理論、カイラルゲージ理論、超
対称性理論など、物理的に高い関心を持たれ
ながら、格子による定式化が困難な理論が存
在することが古くから知られている。こうし
た状況のもと、Ginsparg-Wilson 関係式に基
づくカイラルゲージ理論の格子定式化、低次
元の超対称ゲージ理論の格子定式化の提案
などが近年発表され、こうした理論の格子定
式化を改めて考える機運が高まっているよ
うに思われた。 
２．研究の目的 
上で述べたように、当研究は、格子ゲージ理
論による場の量子論の第一原理からの非摂
動論的研究の可能性を、これまで不可能であ
ったより広い範囲の理論にまで拡げること
を目的とする。具体的には、重力理論、カイ
ラルゲージ理論、超対称性理論など、物理的
に高い関心を持たれながら、これまで非摂動
論的解析が難しかった理論の格子定式化を
少しでも現実的なものとすべく研究を進め
るものである。 
３．研究の方法 
以下の研究成果で詳しく述べるように、理論
的研究と数値実験による研究を組み合わせ
て研究を進めた。 
４．研究成果 
(1) 重力理論の格子定式化に関連して、
重力場中を伝播するフェルミ粒子を記述す
る格子上のディラック演算子で、いわゆる
Ginsparg-Wilson 関係式を満たすものを構成
した。この定式化は、カイラルアノマリーが
有限の格子間隔の元でも位相的な性質を持
つ点が特徴的である。実際、我々は、この定
式化の連続極限が重力場中でのカイラルア
ノマリーの表式（いわゆる Dirac genus）を
再現することを示した。また、重力場中のマ
ヨラナフェルミオンの定式化、ワイルフェル
ミオンの定式化、ローレンツ群の高い表現の
実現などの議論も行った。一方、この定式化
では一般座標不変性が明白ではなく、連続極
限において果たして一般座標不変性が回復
するかどうかという点は今後の課題である。 
(2) カイラルゲージ理論の格子定式化
に関連した研究として、8k+1 次元におけるマ
ヨラナフェルミオンを含む格子ゲージ理論
における困難を考察した。これは、このフェ
ルミオンから生じうる大局的ゲージアノマ

リーとの関連から示唆されるものであるが、その
ゲージアノマリーの具体的な例は知られていなか
った。我々は、格子理論での問題意識をもとに、
このアノマリーの具体的な例を構成した。 
(3) ゲージ異常項が存在するようなカイラ
ルゲージ理論（いわゆる anomalous gauge 理論）
を Ginsparg-Wilson 関係式を満たす Dirac 演算子
を用いて格子上で定式化した。こうした理論は（４
次元では）繰り込み不可能なので基本理論とは考
えにくいが、cutoff を持つ低エネルギー有効理論
としては意味があり、現象論的にも興味がある。
我々は、格子上のゲージ場に裸の質量を持たせる
ことにより、こうしたゲージアノマリーのある理
論を格子上で非摂動論的に定式化することに初め
て成功した。 
(4) 超対称性理論の定式化に関しては、以下
に列挙する成果を得た：超対称性の基本代数は無
限小並進変換を含むが、一方で格子上では離散的
な並進だけが実現できるため、超対称性理論の格
子定式化は極めて難しい。近年この問題に対する
理論的理解が進み、少なくとも低い時空次元の超
対称性理論に対しては、連続極限で超対称性が回
復する、という形で理論の定式化ができるのでは
ないかという期待が持たれた。一つのシナリオと
しては、連続極限で超対称性を回復させるのに必
要な局所相殺項を前もって摂動論により評価して
おくものがある。また、全ての超対称性変換のう
ち、冪零な部分代数の部分だけを厳密に保つ格子
定式化を使うことで、残りの超対称性が連続極限
で自動的に回復するというシナリオもある。以下
で述べる様に、我々は特に２次元の N=(2,2)超対
称 Yang-Mills 理論の格子定式化を取り上げ、これ
を理論的・数値的に様々な角度から研究した。ま
た、さらに進んで、その定式化の物理的問題への
応用も試みた。 
(5) まず、２次元の超対称ゲージ理論の格子
定式化を研究するにあたって、こうした理論が持
つ性質を前もって理論的に押さえておくことは大
変有用である。この問題意識に基づいた考察から、
カイラル対称性に付随した保存カレントの２点関
数が極めて広い範囲の２次元の超繰り込み可能な
理論に対して厳密に決定できることを見いだした。
これは、これらの理論におけるカイラル対称性の
実現の仕方に強い制限を与える。 
(6) 次に、鈴木・谷口により提案された２次
元N=(2,2)超対称Yang-Mills理論の格子定式化の
数値シミュレーションを行った。この定式化は超
対称性を回復させるための局所相殺項を前もって
用意しておくものであり、超対称性は明白ではな
い。この定式化で、全ての超対称性が連続極限で
回復するシナリオが実際に実現しているかどうか
を調べることを目指したが、動的フェルミオンの
効果を reweighting で取り入れたため、SN 比が極
めて悪く、定量的な結論を得ることはできなかっ
た。この定式化の系統的な研究は今後の研究課題
として残されている。 
(7) 一方、２次元 N=(2,2)超対称 Yang-Mills
理論の格子定式化としては、杉野により提案され



たものがある。この格子定式化の特徴は、超
対称性変換のうち冪零な部分を厳密に保っ
ていることで、この厳密な部分超対称性（と
大局的対称性）のお陰で連続極限では全ての
超対称性が自動的に回復することが議論で
きる。具体的には、格子上で、超対称性に付
随した Noether カレントの保存則（超対称性
Ward-高橋恒等式）に対応する式を導くこと
ができ、その関係式に表れる格子による超対
称性の破れの効果が連続極限で消えること
がを摂動論で示せる。ただし、この massless
理論の摂動論は赤外発散に満ちており、超対
称性の回復に関する上の議論はかなり形式
的なものである。体積が小さい系では、体積
に対応したエネルギーの逆数を展開パラメ
ターとすることで赤外発散を持たない摂動
論を展開することもできるが、いずれにしろ、
数値計算などを用いて超対称性の回復を非
摂動論的に確認することは重要である。 
(8) そこで我々は、この格子定式化にお
ける超対称 Ward-高橋恒等式を数値シミュレ
ーションにより測定した。ここでは、動的フ
ェルミオンの効果をきちんと取り入れる
Rational Hybrid Monte Carlo（RHMC）法に
基づいたシミュレーションコードを開発し、
スーパーコンピュータを利用した比較的規
模の大きな数値実験を行った。その結果、有
限の格子間隔では壊れていた超対称性が、連
続極限では確かに全て回復している強い証
左を得た。これは、格子ゲージ理論において、
格子正則化が壊している超対称性の連続極
限での回復を確認した、世界で初めての、そ
して現在のところ唯一の例であり、本研究課
題における最大の成果であると考えている。
これは、２次元という低い時空次元に対して
ではあるが、超対称ゲージ理論の格子定式化
が確かに可能であることを非自明な例で検
証した初めてのものである。 
(9) そこで、この格子定式化を用いて、
この超対称ゲージ理論の力学を非摂動論的
に研究することが考えられる。超対称性理論
において最も興味深い非摂動論的現象は、超
対称性自身の自発的な破れである。我々は、
この格子定式化が厳密に保つ冪零の部分超
対称性に注目することで、真空のエネルギー
を数値シミュレーションによって測定する
方法を考案した。真空のエネルギーは超対称
性の自発的破れの秩序パラメターである。そ
して実際に数値シミュレーションにより真
空のエネルギーの測定を行った。この２次元
の N=(2,2)超対称 Yang-Mills 理論では、超対
称性が非摂動論的効果で自発的に破れると
いう理論的議論がある。一方で、我々のこれ
までの数値計算の結果は超対称性が自発的
に破れないことを示唆しており、両者の比較
は大変興味深い。 
(10) これ以外にも、２次元の N=(2,2)超
対称 Yang-Mills 理論における物理的応用と

して、大局的対称性に付随した Noether カレント
間の相関関数、基本表現の電荷間のポテンシャル
エネルギーなどの物理量の数値シミュレーション
による測定も行い、従来なされていた理論的予想
との比較を行った。このように、２次元という低
い時空次元に対してではあるが、超対称ゲージ理
論の格子定式化とそれに基づいた数値シミュレー
ションという全く新しい研究手法の可能性を実証
することができたと自負している。 
(11) こ れ ま で ２ 次 元 の N=(2,2) 超 対 称
Yang-Mills 理論を考察して来たが、この系に物質
場が結合したものはさらに豊富な物理的内容を持
つ。こうした系として、N 個の基本表現超多重項
を含む２次元の N=(2,2)超対称性 U(k)ゲージ理論
の格子定式化を提案した。この定式化は、同じ系
の従来の定式化に比べて構造が比較的単純であり、
数値シミュレーション上優位と考えている。この
定式化に基づいた、離散的なカイラル対称性の破
れやmass gapの生成などの非摂動論的物理の解析
は今後の課題である。 
(12) ここまでの成果は、超対称ゲージ理論に
関するものであったが、ゲージ対称性を持たない
低次元の Wess-Zumino 模型についても格子定式化
の考察と提案を行った。具体的には、過去、
Bartels-Bronzanによって提案されていたSLAC微
分を使った４次元の Wess-Zumino 模型の格子定式
化は、４次元に対しては局所性の問題があるかも
しれないが、３次元や２次元など低次元に適用し
た場合には全く問題がないことを議論した。この
定式化の最大の特徴は、全ての超対称性を含む古
典的対称性が格子上でも全て明白である点である。
その一方で、局所性は明白ではないが、それは連
続極限で回復することが議論できる。この定式化
に基づいた数値実験も今後の課題である。 
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