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研究成果の概要： 
完全に規則的でも，また，全くランダムでもない系の古典動力学，ならびに量子動力学の性質

を調べ，物理現象にしばしば見られる階層的なタイスケール発生機構，動力学における多様性

の発現過程を力学系理論に基づいて明かにした．特に，自由度の高い物理系における量子トン

ネル効果の全く新しい側面を発見し，その解析手法を，新しく発展しつつある数学を用いるこ

とにより確立した． 
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１．研究開始当初の背景 
 
ハミルトン力学系では，系の自由度に相当す
る個数の保存量が存在する場合，系は完全可
積分となる．完全可積分系は対称性の良い可
解な系ではあるが，その単純さゆえに，現実
の物理現象の複雑さを表現するモデルとし
ては適当ではない．一方，統計力学のエルゴ
ード問題に関連して数学者によって研究が
はじめられた"双曲力学系"は，位相空間の全

域をカオスが覆う，完全可積分系の対極に位
置する理想カオス系である．双曲力学系はカ
オスのプロトタイプとして重要であり，現実
の物理系の複雑さの一側面をモデル化する
ことは確かであるが，物理・化学，さらには
生物系などにしばしば見られる階層的なタ
イムスケールや集団的運動，遅い緩和過程な
ど，動力学における多様性の発現過程を十分
記述することはできない．完全可積分な系に
摂動が加わると，位相空間にカオスが出現す
ると同時に，完全可積分系がもっていた可積
分的な運動（KAM トーラス）も残り続ける．
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現実の物理系は，ほとんどすべての場合，カ
オスと規則的運動が混在する "混合系" であ
り，位相空間内にはカオス軌道とトーラス軌
道とが自己相似的に混在する "混合位相空間
" が実現される．混合位相空間をもつハミル
トン系に研究は，少数自由度古典力学系に関
しては，過去多くの研究があり，物理の問題
の中では一定の成果を収めてきた経緯があ
る．しかしながら，少数自由度系の成果がど
こまで大自由度の系に有効か？さらには，混
合位相空間をもつ量子系についての研究は
未だ十分とはいえない状況であった． 
 
 
２．研究の目的 
 
本研究の大きな特徴は，混合位相空間をもつ
系を，現実の分子系などの大規模分子動力学
計算を行うことにより，現象論レベルでの問
題を絞り込む作業と，できるだけ単純な小さ
な系に対して，力学系理論，微分方程式，漸
近展開理論などを援用することによる厳密
な解析とを並行に進めていく点にある． 
 
(1) 大自由度ハミルトン系の遅い緩和過程の

起源 
異なる系の階層性の間には何らかの意味で
の共通点・普遍性が存在するのか？等の問題
は，大自由度の力学系理論の領域に属する．
本研究では，現実の分子，分子集団系が内部
自由度（回転，分子内振動・・）もつ点に注
目し，これまでのハミルトン力学系の研究で
は見落とされてきた，系のヘテロ性の存在と
運動の階層性の関係を追求する．また，ガラ
スにおける遅い運動の起源を力学系理論の
観点から研究する．ガラスに見られる遅い運
動は，現在，いわゆる「エネルギーランドス
ケープ描像」を中心に議論されることが多い
が，混合位相空間をもつハミルトン力学系と
してみたとき，遅い運動発生についてはほと
んどその説明がない．ガラスのアルファ緩和
を特徴づける引き伸ばされた指数的緩和を
発生するミニマルな力学系モデルは何か？
ガラスの遅い緩和をもたらす位相空間の不
変構造は多自由度固有のものか？など，動力
学としての基本問題に取り組む． 
 
(2) 少数自由度混合系の記号力学系と淀み運 

動 
双曲力学系を解析する際有効な "記号力学系
"の手法を活用することにより，混合系に見ら
れる遅い緩和課程を研究する．可積分領域付
近に長時間留まり続ける軌道（淀み運動）の
詳しい解析を行う．淀み運動は，ハミルトン
系における遅い緩和を生み出すもっとも基
本的なメカニズムであり，遅い運動（slow 
dynamics）の起源を知る上で避けて通ること

はできない．ここでは，近年，数学者によっ
て発見された，混合位相空間が実現すること
が厳密に証明されたビリヤード系に対する
淀み運動とその発生機構の詳しい解析を実
行し，遅い運動の普遍則の有無を議論する． 
 
(3) 混合系の動的トンネル過程と両生固有状 

態 
混合系における古典軌道は，可積分成分とカ
オス成分との間を行き来することができず，
位相空間内の各不変構造内に閉じこめられ
ている．しかし，対応する量子系では，その
波動性により，古典的には許容されない不変
構造内での遷移が可能になる．そのような位
相空間中に形成された動的に障壁を越える
量子遷移は「動的トンネル効果」と呼ばれ，
近年のボーズ凝縮を用いた原子系をはじめ
として実験的観測の対象にもなっている．動
的トンネル効果は，混合系においてはじめて
現れる非可積分系固有の量子現象であり，量
子カオス研究の中心的課題のひとつでもあ
る．ここでの目的は，位相空間内のカオスの
強さ（不安定性，混合性の強さ）がトンネル
確率にいかなる影響を及ぼすか？という点
を調べることである．とくに，近年，
Ketzmerick らによって発見された「両生固
有状態」と呼ばれる，対応する古典系の可積
分領域とカオス領域の両方にまたがる量子
状態（古典的に許容されない不変構造間をま
ったく自由にトンネルすることができるよ
うな状態）に対する詳しい解析を進める．本
研究では，両生固有状態が導く著しい大きな
トンネル遷移確率が，ジュリア集合の構造か
らいかに導かれるか，という点を調べ，カオ
ス系のトンネル現象の制御にまで問題を発
展させる． 
 
(4) 完全 WKB 解析にもとづく混合系の半 

古典論 
混合系の量子動力学を理解するための道具
として，非可積分系における完全 WKB 理論
を開発・発展させる．また，それを用いた多
自由度系，さらにはカオス系固有の純量子論
的効果の発生機構解明を行う．WKB 理論が
量子力学の近似理論として発展してきた経
緯は既に広く知られるところであるが，近年，
数学者によって提唱された完全 WKB 法は，
長年，その意味が曖昧なままに放っておかれ
た「高次元のストークス現象」に対する厳密
な解析を可能にし，ストークス幾何学，とい
う新しい領域を拓くまでに至った．本研究で
は，量子カオス系の解析に完全 WKB 解析を
導入することにより，ストークス幾何学の分
岐理論（ストークス幾何学の pruning 理論）
を確立し，混合位相空間に固有な純量子効果
の特徴づけを行う．さらに，多次元系のスト
ークス幾何においてはじめて現れる，仮想的



 

 

転回点と新しいストークス線のカオス系に
おける積極的役割を解明することにより，こ
れまで知られていない新しい非可積分系固
有の量子相関・量子効果を呈示することを目
指す．  
 
３．研究の方法 
 
(1) 大自由度ハミルトン系の遅い緩和過程の 

起源 
大自由度系にしばしば観測される階層的な
タイムスケールや集団的なモードは，運動の
タイムスケールの分離に起因する．混合位相
空間の観点から，以下の２点に関して，大自
由度ハミルトン系におけるタイムスケール
の分離の起源を調べる． 
○1  少数自由度ハミルトン系においては，位
相空間の可積分成分（KAM トーラス）など
局所的な不変構造が軌道を間欠的に捕捉す
ることにより，運動を律速し長時間の相関を
もった運動が現れる．一方，大自由度系では，
位相空間全体に占める可積分成分の体積が
ほとんど無視できるほど小さくなるため，少
数自由度系で有効であった "近可積分描像" 
に基づく遅い緩和機構は働かなくなる．そこ
で，ここでは，現実の分子などに回転，分子
内振動などの内部自由度・内部構造が存在す
ることに注目し， "Boltzmann-Jeans 機構" ，
すなわち，異なる内部自由度間のタイムスケ
ールの分離によって大自由度ハミルトン系
の遅い緩和過程をどこまで理解することが
できるかを探る． 
○2  ２次元の双曲空間上の剛体粒子モデルを
考える．負の曲率を持った曲がった空間であ
る双曲空間上では，並進対称性が失われるた
め結晶構造が存在しない．双曲空間上の多体
問題は，粒子配置に関するフラストレーショ
ンがあり，単一成分系でありながらガラスの
モデルになると提案されている．このモデル
の本研究における重要な側面は，淀み運動を
引き起こすトーラスが存在しないことであ
る．双曲空間上の測地流（質点の等速運動）
の問題は，カオスが非常に強い場合にあたる
一様双曲系のクラスに属す．粒子数が増えて
も剛体粒子であれば，系全体としても位相空
間にトーラスが生まれることはない．そのた
めトーラス近傍の淀み運動による長時間相
関はあり得ず，多自由度ハミルトン系の長時
間相関を研究するための必要最小限のモデ
ルとなっている． 
 
(2) 少数自由度混合系の記号力学系と淀み運 
  動 
記号力学系の手法は，分割された位相空間の
各領域に割り振られた記号列の並びによっ
てもともとの力学系の軌道を置き換えるも
のであり，両者が位相共役な関係にあるよう

な「良い分割」が見いだされたとき，その力
学系の研究は記号力学を調べることに帰着
される．２次元以上の力学系の場合，これま
で，有限型のマルコフシフトと等価となるよ
うな双曲力学系の記号力学系の研究は盛ん
に行われてきたが，非双曲系の記号力学系は
あまり研究がない．本研究では非双曲力学系
における，記号力学系構成の可能性・不可能
性それ自体を問題にしつつ，可積分・カオス
領域とが共存する混合位相空間上での記号
力学系の問題を調べる 
 混合位相空間をもつ非可積分系の難しさ
のひとつは，混合位相空間を自由自在に設計
することができないことにある．しかし，あ
るクラスのビリヤード問題など，非常に単純
な混合位相空間をもつ系を比較的自在に設
計できることがわかってきた．本研究では，
この「理想混合位相空間」をもつ力学系に対
して，ハミルトン系の遅い緩和の起源を追求
する．ハミルトン系の遅い運動は，可積分成
分とカオス成分との境界に位置する淀み層
と呼ばれる境界領域の存在に起因するが，こ
の「理想混合位相空間」の大きな特徴は，こ
の境界領域がきわめて単純な構造をもつこ
とから，淀み層の精密な解析が可能となるこ
とである． 
 
(3) 混合系の動的トンネル過程と両生固有状 
  態 
 
混合位相空間に存在する可積分成分（KAM
曲線）上にある古典軌道は，位相空間内のい
かなるカオス領域にも遷移することはでき
ない．古典的に許容されない領域同士の遷移
は，古典論を複素空間に拡張することにより
原理的には可能になるが，実際には，複素空
間にまで張り出した KAM 曲線（複素 KAM
曲線）が動的障壁として遷移を妨げる．この
ことから，混合系においては，古典論を単純
に複素化することによってはトンネル効果
を記述することはできない．そのため，KAM
曲線の解析接続可能性の条件，および，その
解析接続可能な限界（自然境界）の幾何学的
な構造を知ることは，混合位相空間のトンネ
ル効果を理解する上で必須の課題となって
くる．そこでまず， 
○1  複素力学系の解析がもっとも容易な，２
次元の保測写像の複素 KAM 曲線の存在条件
とその上のダイナミクスに絞って詳しく調
べる．とくに，KAM 曲線の自然境界とジュ
リア集合という，従来，数学においても，ま
ったく別の文脈でしか議論されてこなかっ
た問題を量子トンネル現象という物理から
派生した問題として調べることにこの研究
の大きな特徴がある． 
○2  次に，２次元保測写像にあらわれる両生
固有状態を，カオス的トンネル効果の解析を



 

 

通して確立した複素半古典論の手法を用い
ることにより調べる．複素空間のジュリア集
合と両生固有状態の出現がいかに関与して
いるかを詳しく検討し，いかなる条件のもと
でトンネル確率の異常な増大が起こるか？
という問題を明らかにする．最大の目標は，
混合位相空間の KAM 曲線になぜ固有関数が
局在するか？という疑問に答えることであ
るが，両生固有状態の発生条件を明らかにす
ることができれば，問題を，混合系のトンネ
ル確率の制御にまで発展させる可能性が拓
かれる．  
 
(4) 完全 WKB 解析にもとづく混合系の半 

古典論 
混合系のストークス幾何学を以下の順序で
解析していく．(i) 馬蹄極限と呼ばれる，力
学系として最も簡単な構造をもつ系のスト
ークスグラフに対して，そのグラフ論的な特
徴付けを行う．(ii) 馬蹄極限から，混合位相
空間をもつような状況にパラメータを動か
していったときに出現し得るストークスグ
ラフの分岐のパターンの分類を行う．(iii) 任
意のタイムステップでの馬蹄極限でのスト
ークスグラフのパターンを導出する．(iv) 任
意ステップでの混合系のストークスグラフ
を馬蹄極限からの分岐を追跡することによ
って出現し得るグラフのパターンを解析す
る．すなわち，ストークスグラフの分岐理論
（ないし，pruning 理論）を構築する．仮想
的転回点・新しいストークス線はカオス系に
おいてはじめて現れることから，これらがカ
オス系のストークス幾何学に果たす積極的
な役割を明らかにすることは，カオス系固有
の量子相関（複素古典軌道間の大域的な相
関）を明らかにすることに直接つながる． 
 
 
４．研究成果 
 
(1) 大自由度ハミルトン系の遅い緩和過程の 

起源 
○1  剛体粒子系におけるベキ分布の指数と粒
子数との関係 
長方形の境界内の剛体粒子系について，中立
安定な周期軌道族の近傍の性質を解析し，再
帰時間分布に見られるベキ分布の指数γが
粒子数 Nに比例することを明らかにした． 
 長方形の境界内の剛体粒子系において，再
帰時間 t（ある領域から出発した軌道が再度
その領域に戻るまでの時間）の分布 P(t)に関
して，エルゴード理論をもとにした解析を行
った．この系では，各粒子が平行な境界の間
で衝突を繰り返す中立安定な周期軌道族が，
ベキ分布を導く間欠的な運動の原因となる．
位相空間内で中立周期軌道族の近傍の構造，
特にその次元を解析的に調べることにより，

ベキ分布 P(t)〜t -γの指数γと粒子数 Nと
がγ=N+2 という関係にあることを導いた．さ
らに数値計算により，この解析の妥当性を確
かめた． 
○2  ガラスのシンプルなモデルの遅い運動の
解析 
ガラスのシンプルなモデルとして，双曲空間
上の剛体粒子系のシミュレーションを行い，
ガラス系に典型的な長時間の相関を持った
集団運動が現れることを明らかにした．ハミ
ルトン力学系の立場からガラス系に見られ
る遅い運動の起源を解明するために，双曲空
間上の多体剛体粒子系の動力学を解析した．
双曲空間上では並進対称性が失われている
ことから，単一成分系であっても結晶化せず，
ガラス系の最もシンプルなモデルであると
期待される．分子動力学シミュレーションを
行い，ガラス系に特徴的な長時間の相関を持
った運動があらわれることを，平均二乗変位
を計算することにより確かめた． 
 
(2) 少数自由度混合系の記号力学系と淀み運 
  動 
トーラスとカオス軌道との境界が単純な２
次元区分線形写像において，記号力学系を導
入することにより，安定な軌道の周りに不安
定周期軌道が集積していることを示し，この
集積する周期軌道がベキ則の起源となって
いることを解析的に示した．２自由度ハミル
トン系のモデルである２次元保測写像にお
いて，トーラスの近傍の性質を詳細に調べた．
区分的に線形な写像を用いることにより，パ
ラメータの変化によってトーラスがつぶれ
た構造である中立安定な周期軌道族が存在
する位相空間を実現することできる．周期軌
道族の近傍の運動を調べると，不安定周期軌
道が周期軌道族に向かって集積しているこ
とが明らかになった．この不安定周期軌道は，
不安定性が周期に対して代数的に変化する
という性質を持つ．このような不安定周期軌
道の性質から，周期軌道展開の方法を用いて，
種々の統計量にベキ則が現れるということ
を解析的に導いた． 
 
(2) 混合系の動的トンネル過程と両生固有状 

 態 
○1 カオス状態の非局在化によるトンネル確
率の増加 
カオス領域で起こっている動的局在を雑音
印加などの方法で無効化すると，古典カオス
領域で（準実）トンネル軌道間がもつ干渉が
破壊され，トンネル確率が大幅に増大するこ
とが数値計算により確かめられた．通常，雑
音などの外部環境と接触させると，系が古典
化によりトンネル確率が減少することが知
られているが，カオス的トンネル過程では全
く逆のことが起こることになる．以上の結果



 

 

より，カオス領域でおこる動的局在過程と，
位相空間上の規則領域とカオス領域との間
の動的トンネル過程とが相互に独立な過程
ではなく，非常に強く相関し合っていること
がわかる．この結果を受け，１次元周期外力
系が２つ結合した２次元の周期外力系に対
して，同様の考察を行った結果，１次元系に
おいて雑音印加によって実現された動的局
在の無効化による，カオス的トンネル効果の
増大現象が，２次元結合系では，系の次元が
大きくなったことによる局在長の増大効果
によってそのままの状態で実現された．この
ことは，カオスとトーラスの混合系で従来信
じられていた「半古典波動関数仮説」に再考
を促す結果と言える． 
 
(4) 完全 WKB 解析にもとづく混合系の半
古典論 
○1  カオスを発生するもっとも単純な写像系
に対して，そのストークス幾何学を考察する
ための定式化を行い（仮想的転回点と新しい
ストークス線の定義），そのストークス幾何
学を考察した．とくに，今年度は，「馬蹄力
学」と呼ばれるカオス系としてはもっとも簡
単な構造をもつ状況におけるストークス幾
何学を詳しく検討し，一般の時間ステップに
おける接続公式を与えるアルゴリズムを導
出した．また，古典系においては，馬蹄力学
が崩壊していく過程において現れるストー
クスグラフの分岐のタイプの分類を行うこ
とにより，馬蹄力学が崩れた際のストークス
幾何学を記述する方法論を提案した．さらに，
系のパラメータ変動に対するストークスグ
ラフの構造安定性の可能性を指摘した． 
 
○2  完全 WKB 解析に基づき，多準位の非断熱
遷移の問題に取り組んだ． 3準位時間依存モ
デルは，自明でない多準位の非断熱遷移のも
っとも簡単なモデルであり，完全 WKB 解析に
もとづいたストークスグラフを描くアルゴ
リズムを開発し，いくつかのケースについて
具体的なストークス幾何の様子を考察した．
時間依存の多準位の非断熱遷移の問題につ
いては，その透熱表現された準位がすべて交
差 す る と い う 条 件 の も と で は ，
Aoki-Kawai-Takei によって，一般の n 準位
問題の S 行列の具体形が最近与えられた．
Aoki-Kawai-Takei の結果は，形式的には，従
来の二準位モデルの繰り返しで一般のn準位
の問題も与えられる，というものであり，表
面上は，多準位特有の効果はあらわれないこ
とになっている．われわれが調べたのは，透
熱表現された準位が交差しない場合につい
てであり，この場合には，Aoki-Kawai-Takei
の解析とは異なり，ストークス幾何の中に出
てくる新しいストークス線が，最終的なＳ行
列の表式を導出する際に本質的な役割を果

たすことが明らかになった．  
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