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研究成果の概要： 複素座標法は、量子力学的準安定状態である共鳴状態の位置と寿命を、非

エルミートな固有値問題を解くことで直接決定する理論的手法であるが、実際の応用に際して、

基底関数の選択など技術的に困難な側面を持つ。本研究は、複素数軌道指数を含む基底関数を

用いてそれをエネルギー勾配法で最適化するなど、いくつかの計算科学的な技法の開発によっ

てその問題点を解決するとともに、具体的な系に応用するものである。 
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１．研究開始当初の背景 
量子力学的散乱問題において興味深い現
象に共鳴現象がある。複素座標法は、共鳴位
置及び寿命を求めるために開発された手法
であり、粒子の座標を r → r exp(iθ)と変
換して系のハミルトニアンを非エルミート
化し、その複素数固有値の実部と虚部から準
位と寿命を求める。しかし(1) 共鳴位置、寿
命、あるいは断面積などは、実際の計算に含
まれる基底関数展開などの近似操作により
θ依存性を持ち、その最適値を求めるのが困
難で、(2)基底関数の選択には、複素座標法

に習熟することが必要。また(3)数値計算に
複素数演算をかなり含み、数値的に不安定性
が生じる場合がある、などの欠点のため、そ
の本来の有用性にもかかわらず、あまり利用
されていなかった。実際、複素数基底関数の
非線形最適化は非常に困難であると信じら
れていて、もっぱら複素数の展開計算を線形
変分法で最適化するのみで、結果も大きな誤
差を含むため、複素座標法の限界と考えられ
てきた。 
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２．研究の目的 
本研究では、前章に記した従来の複素座標
法に含まれる問題点の本質を解析し、複素座
標法用に複素基底関数の軌道指数を自動的
に最適化するための方法論を開発し、新しい
型の複素座標法を構築し、更に種々の問題に
応用することを目的とした。さらに複素Kohn
変分法を用いた散乱問題においては、本質的
に複素数にするべき基底関数は最小限の個
数でも、その漸近形を満足することでかなり
良好な結果が得られている。複素座標法の考
え方によると、共鳴状態、および束縛→連続
状態間の断面積の計算には漸近形は重要で
ない。したがって含める複素基底関数は最小
数で良い可能性がある。この点を調べること
も本研究の重要な目的の一つである。 
 
 
３．研究の方法 
まず１で述べた、(1)計算結果の回転角θ依
存性についてあるが、これが計算量増大の主
要因である。本研究ではこの問題に対する最
良の解決策として、軌道指数に関するエネル
ギー勾配法の適用を検討する。つまり通常の
複素座標法では、座標変換により、ハミルト
ニアンを H(r)→H(ｒexp(iθ))とθ依存にし
て、その固有値や断面積のθ依存性が最も小
さいエネルギーを共鳴エネルギーとする（θ
に関する変分原理）。ところが解析的なハミ
ルトニアンと基底関数を使用する限り、等価
な行列要素は通常の H(r)と基底関数を逆に
座標回転（χ(r) →χ(r exp(-iθ)) しても
得られる。この考え方によると、座標のθ依
存性を基底関数の軌道指数に含めることに
なる。 
(2) 軌道指数を最適化する方法とは別に、
出来るだけθ依存性の小さい基底関数の構
築方法を確立する。つまり基底関数が完全に
なる極限では、そこに含まれるパラメータθ
への依存性は無くなるはずで、その様な基底
関数では、あえてθを変化させる必要はない。
一つの可能性として、あるθ依存の基底関数
をθで一回、二回、三回と微分して得る高次
の微分基底関数を用いることである。 
 (1) (2)の方法が成功すれば、前述の問題
点を同時に解決することが出来る。 
 
 
４．研究成果 
(1) 複素MCSCF法とエネルギー勾配法を併
用した電子共鳴状態の計算プログラムの作
製。 

MCSCF法に用いる基底関数の一部を複素
数軌道指数を持った Gauss型基底関数とし、
複素数共鳴状態エネルギー固有値を１電子
軌道関数の展開係数、N 電子配置関数の CI
係数だけでなく、複素数の軌道指数について

も変分的に最適化するプログラムを作製し
た。このプログラムを、H2-の形状共鳴状態や
H2の２電子励起Feshbach共鳴状態に応用し
た。 
図１、２にH2

-の結果を示すが、複素数基底と

して、分子中心に zp2 型関数を2個置き、そ

の複素数基底の軌道指数を独立に最適化し

た。配置空間は、3 gσ ,3 uσ ,3 uπ ,3 gπ である
が、以前の非常に多くの複素数基底関数を用

いた結果とほぼ同等な結果を得た。 
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また、図３は、 2H の �6g

1 2)2( uVp 状態用に、
複素数基底として、分子中心に3d型関数を1
個用いた結果を示すが、この基底関数がよく
最適化されている様子が分かる。 
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図1. �
2H の共鳴エネルギーの実部 

図2. �
2H の共鳴エネルギーの虚部 

図3. 2H 2)2( uVp 状態のθ-trajectory 

θ=26.0° 

23.0°≦θ≦28.0° 



 

 

以上のように、解析的微分法を用いること

で、従来１０個程度の複素数基底関数を要し

た共鳴状態のエネルギーを、非常に少ない個

数で精度を落とさずに求めることが可能と

なった。今後の応用を可能にするものと期待

できる。 
 
 

(2) 振度数依存分極率に対する変分原理を
用いた光イオン化断面積の理論計算。 
 
光イオン化断面積 )(ZV と振動数依存分極

率 )(ZD �
の虚部の間には 
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の関係が成立する。展開近似を用いて )(ZD �

の虚部を求める方法として、本研究では、複

素基底関数法による表式 
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を用いた。ここで丸括弧は、動径座標に関し

て複素共役を取らないことを示す。また i)
を表現するための基底関数として、その軌道

指数が複素数のものを用いる。この(ii)の表

式を用いることで、通常の量子化学計算と同

様に自乗可積分関数のみを用いて )(ZV を計

算することができる。 

 さらに本研究では )(ZD �
の変分的安定性

に注目した。(ii)の )(ZD �
は、以下の汎関数 
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の停留値の表現としても与えられる。ここで

F と Fcは試行関数である。この性質により
)(ZD �
を表現する基底関数の複素軌道指数

を各Z毎に最適化することができる。ここで
最適化とは複素軌道指数に対する )(ZD �

の1

次の微分係数が０となるような複素軌道指

数の値を用いることを意味する。 

 

① 水素原子の光イオン化断面積と He
の直接イオン化への応用 

水素原子の様々な光イオン化チャンネル

に対する断面積の計算を行い Stobbeの解析

解[1]との比較を行った。ここでは、1s→kp

に対する結果を図 4に示す。kpに対して

Slater型の複素2p基底関数(2p-cSTO)或いは

Gauss型の2p基底関数(2p-cGTO)を1個用い

た場合、共に広い光子エネルギーの領域で解

析解と良く一致する結果を得た。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 4.  H : (1s→kp)  (左) Slater型 

(右) Gauss型2p基底をkp用に1個 

 

他のチャンネルに対しても1,2個の複素基底

関を用いるだけで解析解とよく一致し、最適

化計算により連続状態 kpの波動関数の情報

を光子エネルギー依存性も含めて効果的に

抽出できることが分かった。また、図4の結

果と同様に cSTO、cGTOのどちらを用いても

同程度の精度が得られた。cSTOの持つ正しい

cusp条件や一定波長で振動する性質は、この

場合重要ではなく、一般分子への適用が容易

な cGTOを個数を増やすことなく用いること

ができる。これは波動関数の形そのものより

も、光イオン化断面積に関係する振動数依存

分極率の変分原理に注目した本手法の特徴

である。 

 さらに Heの直接光イオン化（1S:(1s)2→
1P(1s)1(kp)1）に応用し、kpを表現するため

の2個の2p-cGTOを同時に最適化することで

広い光子エネルギー領域で正確な断面積を

得た。 

 
② He, Beの自動イオン化 
多電子励起状態からの自動イオン化は、電

子相関と連続状態の取り扱いが本質的に重

要で、従来の複素座標法では、断面積が負に

なるなど困難な問題であった。その例として

図 5に示した Heの 2電子励起状態が存在す

る領域での、光イオン化断面積を示す。 

始状態と2電子励起状態を記述するために

実数基底関数18s16p4d1f GTOsを用いた。さ

らに連続状態を記述するために2p-cGTOを 1

個加えた。電子状態はSDCI計算により求め、
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2p-cGTOの複素軌道指数1個のみ最適化した。

その結果、図 5に示したように 60eV付近で

のRydberg系列に対応したピークを得ること

ができ、良く知られた非対称なピーク(Fano 

profile)まで再現することができた。 

狭いエネルギー領域に自動イオン化のピー

クが密集している場合は、従来の複素基底関

数法による正確な計算は困難であるとされ

てきたが、今回Gauss型基底関数のみを用い

た計算としては初めて、Rydberg系列から生

じる自動イオン化のピーク列を定量的に得

ることに成功した。その成功の理由は、光子

エネルギー毎に複素軌道指数を最適化する

ことにより、連続状態波動関数の持つエネル

ギー依存性を適切に表現したことにある。こ

れは本方法が複素基底関数の数を減らすと

いう点において有用であるのみならず、従来

の方法では正確に計算できなかった Rydberg

系列の問題に対しても非常に有効であるこ

とを示している。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 5. He : Rydberg系列の自動イオン化

ピーク(a) 光子エネルギー40-65 eV 

     (b) 光子エネルギー59-65 eV 

  

 この最適化計算で得られた複素軌道指数

は、自動イオン化のピークが生じるエネルギ

ー領域に近づくと大きく変化し（図6）、共鳴

状態の波動関数の性質がこの領域で急激に 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図6. He : 最適化された複素軌道指数の 

       光子エネルギー依存性 

大きく変化することに対応している。 

また、Beについても Heと同様に基底関数

として始状態と2電子励起状態を記述するた

めの実数基底関数と連続状態を記述するた

めの１個の 2p-cGTOを用いて SDCI計算を行

った。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  図7.  Be : 光イオン化断面積 

複素軌道指数の最適化の結果、幅の広い

(2p)1(ns)1 の ピ ー ク 列 と 非 常 に 狭 い

(2p)1(nd)3による２つの Rydberg系列による

ピークが得られた(図 7)。また、双極子演算

子として velocity gauge、length gaugeど

ちらを用いてもほぼ同精度の結果が得られ

た。これは kp軌道の記述に 2p-cGTOだけで

なく、実数基底の 2p-GTOsも寄与した結果、

連続状態の波動関数が非常に良い精度で表

現できたためだと考えられる。 
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③ H2+, H2の光イオン化断面積 
分子への応用としてまず H2

+(核間距離 2.0 

a.u.)の光イオン化断面積の計算を行った。
1

uu
21

gg
2 )k(:)1(: SV 3o6� 過程に対して

ukS を表現するための複素基底関数
(2p-cGTO)を各 H上に置いて最適化計算を

行った(図 8)。2p-cGTO が 1個の場合でも

既にBatesやRichardsの解析解[7,8]にほ

ぼ完全に一致し、分子に対しても同様にこ

の 

図8. H2
+ :  

1
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21
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2 )k(:)1(: SV 3o6�  

 

方法が有効であることが示唆された。 

 他方、
1

uu
21

gg
2 )k(:)1(: VV �� 6o6 に対する計

算では、上の場合と異なり複数の基底関数が

必要であることが分かった。図9は、 ukV 用 

図9. H2
+ :  
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2 )k(:)1(: VV �� 6o6  

 

基底関数として各H上に、2p-cGTOを2個(p2)、

1s,2p,3dのcGTOを1個ずつ(s1p1d1)、1s-cGTO

を 2個と 2p,3dの cGTOを 3個ずつ(s2p3d3)

用いた場合を比較している。特に重要なのは、

同じ角運動量を持つ基底関数を増やすだけで

なく、異なる角運動量を持つ基底関数を加え

る必要があることである。分子の計算では uS
や uV などの分子軌道の既約表現が決まって
いても、それを表現できる異なる角運動量を

持つ基底関数が複数存在する。どの角運動量

を持った基底関数を選択すべきかを計算する

前から判断することは難しく、分子への応用

に際して重要になる。 

図１0に示すH2の全断面積の計算では、複

素基底関数をH上に置いた場合の他に分子中

心に置いた場合の結果もあわせて示した(核

間距離1.4 a.u.)。どちらの場合でも2p-cGTO

を 2個用いるだけで実験値[9]とよく対応し

た結果が得られた。また、この場合は

ug kVV o1 に対しても 2p-cGTOだけで精度

の良い結果が得られ、異なる角運動量を持つ

基底関数は重要ではなかった。このことから

ug kVV o1 に対しては計算の収束性に注意

しなければならないことが分かった。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図10.  H2 :   光イオン化断面積   

④ まとめ。 本研究では、光イオン化断

面積と直接的な関係を持つ振動数依存分極

率の変分的安定性に注目した最適化計算に

より、これまでの常識を覆し、わずか１，２

個の連続状態用の複素基底関数を用いるこ

とで光イオン化断面積の計算が可能である

ことを示した。 

また、cGTOと cSTOが同程度の精度を与え

ることがわかり、cGTOを用いた一般分子への

応用が基底関数の数を増やすことなく可能

であることを示した。 

本手法により、複素基底関数法ではたとえ

膨大な数の基底関数を用いても計算するこ

とが難しいと考えられてきた2電子励起状態

のRydberg系列から生じる自動イオン化ピー

ク列を適切に取り扱うことがきた。これは本
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方法が基底関数の数の削減に役立つだけで

なく、連続状態波動関数のエネルギー依存性

が重要になる局面で、精度の面でも有利であ

ることを示している。 

分子系への応用も可能であり、従来の複素

基底関数法による計算よりも大幅に複素基

底関数の数を削減することができた。また、

分子への応用では様々な角運動量を持つ基

底関数の重ね合わせが重要になる場合があ

り、基底関数を徐々に増やしながら得られる

結果の収束を確認する必要があることを明

らかにした。 
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