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研究成果の概要：本研究では，科学技術計算における偏微分方程式問題の数値解法のうち，基

本解法（代用電荷法），境界要素法など「半解析的数値解法」と呼ばれる解法について，従来適

用困難であった問題に対して解法を改良し適用可能とし，汎用性・実用性を高めることを目的

とした．研究の結果，周期的 3 次元粘性流（Stokes 流）問題の基本解法，周期的弾性体問題の

基本解法，および，周期的 2 次元ポテンシャル問題の境界要素法を構築することに成功した．

そして，数値実験によりこれらの解法の有用性が確かめられた． 
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１． 研究開始当初の背景 
 
本研究の目的は，科学技術計算において，

基本解法（代用電荷法），境界要素法，積分

方程式法など「半解析的数値解法」と呼ばれ

る一連の数値計算法に関する基礎的研究およ

びその可視化である． 
半解析的数値方法は，科学技術研究に現れ

る偏微分方程式問題に対する数値解法であり

，従来の有限要素法，差分法に変わる方法と

して，最近広く用いられている方法である．

これらの方法はいずれも題意の偏微分方程式

の基本解を近似解に用いている．基本解法で

は，近似解の特異点を問題領域の外部におい

て近似解をいくつかの基本解の重ね合わせで

与えており，境界要素法・積分方程式法では

基本解を積分核とした積分により近似解を与

えている．これらの方法では近似解は数式の

形で与えており，その点で「半解析的」と呼

ばれている．  
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半解析的数値解法の利点としては， 
(1) 有限要素法・差分法などと比べて計算量

が少ない， 
(2) とくに基本解法はプログラミングが簡

単である， 
(3) 近似解が数式の形で与えられるので，近

似解の微分・積分などの数学的操作が容

易に扱える（有限要素法･差分法などは

解が離散点上の値でしか与えられない

ので，近似解の微積分にはさらに数値微

分・数値積分などの近似を要する）， 
などがある．一方，弱点としては 
(1) 有限要素法・差分法などと比べ汎用性が

低く，適用できる方程式などが限られる 
(2) 適用に際し，ユーザにある程度の数学的

知識を要する 
などが挙げられる． 
 研究代表者・緒方は，上記の半解析的数値
解法の弱点のうち「汎用性の低さ」を克服す
ること，すなわち，これまで適用が難しいと
されていた問題に対して解法を改良・適用す
ることに関する研究を行ってきた．そして，
周期的ポテンシャル問題（数値等角写像），
周期的 2 次元粘性流（Stokes 流）問題，圧縮
性流体問題に対し基本解法の改良・適用につ
いて成果を挙げた． 
 
２． 研究の目的 
 
上記「１．研究開始当初の背景」を踏まえて，
次の事項を研究の目的とした． 
 
(1) 空間周期的問題に対する基本解法の構築 

 
ここでいう「空間周期的問題」とは，例え

ば周期的に物体が並ぶ場における流体・電磁

場・弾性問題などを指す．研究代表者・緒方

はこれまで，上記の通り，2次元ポテンシャル

問題，2次元粘性流（Stokes流）問題について

周期的問題に対する基本解法の改良・適用を

行った．これに対し本研究では，3次元Stoke
s流問題，2次元弾性板問題に対して，周期的

問題に対する基本解法の改良・適用を目標と

した．これらの業績を基に，上記の周期的問

題に対する境界要素法，積分方程式法を考案

し，様々な問題に応用する． 
 

(2) 動的問題に対する半解析的数値解法 
 研究代表者・緒方の研究を含め，半解析的

数値解法で扱う問題は，静的ポテンシャル問

題など，時間定常な問題を対象としたものが

多かった．本研究では動的問題（時間依存問

題），例えば，電磁波・流体波・弾性波など

の波動現象，熱伝導などの問題に対する半解

析的数値解法とくに基本解法の適用を模索す

る． 
 
(3) 解析関数近似としての半解析的数値解法 
 これまでの基本解法の数値等角写像・流体

問題・関数近似への適用の研究において，緒

方らは2次元ポテンシャル問題に対する代用

電荷法近似を複素関数化することにより，数

学でいう複素解析関数の近似に基本解法が有

効であることを見た．これと同様に，2次元ポ

テンシャル問題に対する境界要素法・積分方

程式法の複素関数化も解析関数近似に適用可

能と予想される．本研究では，境界要素法・

積分方程式法による解析関数近似について具

体的にアルゴリズムを構築し，実際の科学技

術計算への応用を図る． 
 
３．研究の方法 
 
(1) 空間周期的問題に対する基本解法の構築 
 
 研究代表者・緒方が過去の研究で扱い，本
研究で扱う空間周期的問題は，解が周期関数
を含むため，従来の基本解法ではよい精度で
近似解をつくるのが難しい．これに対し本研
究では，従来用いられた基本解，すなわち，
1 個の特異点のみもつ基本解の代わりに，「周
期的基本解」，すなわち，周期的に並ぶ特異
点列をもつ基本解の 1次結合による近似解を
つくることを考える． 
 過去の研究で扱った周期的 2次元ポテンシ
ャル問題で説明すると，この場合の周期的基
本解とは，複素平面内(2 次元 Euclid 平面の
点 ),( yx と複素平面の点 iyxz += を同一視
する）の周期点列 inaz =  
( ,,2,1,0 K±±=n a は周期の大きさ)に特異
点を持つ周期的 2 次元 Coulomb ポテンシャ
ル )/sinh(log)2/1( azππ− であり，周期
的ポテンシャル問題に対してはこのポテン
シャルの 1 次結合 
 

 
で解を近似する．ここで jQ は境界条件より
定まる定数， jζ は問題領域外部にとった点
である． 
 本研究で扱うのは Stokes 流方程式，弾性
方程式（Lamé 方程式）である．前者（Stokes
流方程式）の基本解は Stokes 源(Stokeslet)，
すなわち，1 点集中荷重により誘起される流
れを表す解であるが，本研究の周期的 Stokes
流問題では代わりに，周期的 Stokes 源，す
なわち，周期的に並ぶ点列に働く荷重により
誘起される流れを表す解の 1次結合で近似解
を構成する．後者（Lamé 方程式）の基本解
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は Kelvin 解，すなわち，1 点集中荷重により
誘起される変形を表す解であるが，本研究の
周期的弾性体問題では代わりに，周期的
Kelvin 解，すなわち，周期的に並ぶ点列に働
く荷重により誘起される変形を表す解の 1次
結合で近似解を構成する． 
 研究計画では，上記の考えに基づいて周期
的 Stokes 流問題・周期的弾性体問題の近似
解法を構築し，計算機による数値実験により
解法の有効性を検証することを挙げた． 
 
(2) 動的問題に対する半解析的数値解法 
 
本研究では動的問題としてとくに，波動現
象・熱拡散現象問題に対する基本解法アルゴ
リズムを構築することを計画に挙げた．具体
的には，熱方程式を時間微分について差分近
似して非斉次変形 Helmholtz 方程式に帰着
させ，変形 Helmholtz 方程式に基本解法によ
る近似解を与え，時間差分により時間発展を
求めることにより，熱方程式に対する近似解
を構成することを想定していた． 
 
(3) 解析関数近似としての半解析的数値解法 
 
 2 次元ポテンシャル問題に対する基本解法
は，調和関数は複素解析関数の実部であるこ
とに着目すれば，解析関数の近似にも応用で
きる．すなわち，調和関数 )(zu の近似 
 
 
において )(zu を解析関数 )(zf の実部とみ
なして， )(zf を 
 
 
 
と複素対数ポテンシャルの 1次結合で近似す
るのである．同様にして，周期的調和関数の
近似 
 
 
 
から周期的解析関数 )(zf の近似 
 
 
 
 
が得られる． 
 本研究では，この周期的解析関数近似を
（「(1) 空間周期的問題に対する基本解法の
構築」で述べられている）周期的 2 次元弾性
体問題に応用する．2 次元弾性問題は数学的
には重調和関数問題で記述され，Goursat の
公式により重調和関数は解析関数で与えら
れることが知られている．よって，弾性体の
振る舞いは複素解析関数で記述されるので
ある．この観点から，周期的 2 次元弾性体問

題に対して，弾性体を記述する複素解析関数
に上記の近似を適用することにより，問題の
近似を行う． 
 一方，複素解析関数の近似法として最近
「複素変数境界要素法 (Complex Variable 
Boundary Element Method, CVBEM)」が提
案されている．これは，複素関数論における
Cauchy の積分公式を境界積分方程式とみな
し，この方程式を離散化して解くことにより，
題意の複素解析関数の近似を得るという方
法である．本研究では，この方法の複素解析
関数への拡張，および，周期的 2 次元ポテン
シャル問題への応用を計画とした．具体的に
は，Cauchy の積分公式を周期的解析関数に
対して拡張し，これを境界積分方程式と見な
して離散化して解くことにより，題意の関数
の近似を得る． 
 研究計画では，上記の近似解法の具体的な
アルゴリズムを構築し，計算機による数値実
験で有効性を検証することを挙げた． 
 
３． 研究成果 
 
(1) 空間周期的問題に対する基本解法の構
築 
 
①周期的粘性流問題に対する基本解法 
（５．主な雑誌論文等〔雑誌論文④，⑤，学
会発表⑦〕） 
 
 本研究では，2 次元平面格子状または 3 次
元空間格子状に周期的に並んだ物体列を過
ぎる粘性流（Stokes 流）の問題に対する基本
解法を提案した．上記問題に対して，従来の
基本解法で用いられている Stokes 源の代わ
りに周期的 Stokes 源を用い，これの 1 次結
合により周期関数を含む解の近似を行った．
この方法により，周期的 Stokes 流問題に対
する近似解が十分な精度で得られることが
数値実験により確かめられた．図(1-i)は，
平面正方格子上に並ぶ球列を過ぎる Stokes
流の様子を本研究の方法で求めた結果を可
視化したものである．表(1-i)はその計算の
誤差を示す．表(1-i)より，本研究の方法で
は節点数 N=100 程度で誤差 10-3～10-7程度の
精度を達成していることが分かる．一方，節
点数 Nを大きくしても誤差が単調減少しない
という不安定性も見られ，今後解決すべき問
題とされる． 
 
② 周期的弾性体問題に対する基本解法（５．
主な雑誌論文等〔雑誌論文①，学会発表⑧〕） 
 
 本研究では，1 次元周期性をもつ 2 次元弾
性体問題に対する基本解法を提案した．上記
問題に対して，従来の基本解法で用いられて
いる Kelvin 解の代わりに，周期的 Kelvin 解
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図(1-i) 平面上に周期的に並ぶ球列を過

ぎる Stokes 流． 

表(1-i) 平面正方格子上に並ぶ球列を過ぎ

る Stokes 流の問題に対する基本解法の誤

差．表中，r は球の半径，a は格子定数（球

の間隔），”error”は球表面上における流速ベ

クトルの相対誤差である． 
ar /      0.1        0.3 

 N  error N  error 

 
 
 
 
 

46  8E-5
64  1E-4
82  3E-4
106  6E-7
128  5E-4

46   4E-5 
64   1E+0 
82   1E+1 

 102  2E-3 
 128  2E+2 

 

図(2-ii)：周期的円孔列を持つ弾性体の
変形に対する基本解法の誤差． 

図(2-i)：周期的円孔列をもつ 2 次元弾
性体の変形． 

を用い，これの 1次結合により周期関数を含
む解の近似を行った．この方法により，周期
的弾性問題に対する近似解が高い精度で得
られることが数値実験により確かめられた．   
 図(2-i)は，周期的円孔列をもつ 2 次元弾
性体に上面から一様な圧力をかけた場合の
変形の様子を，本研究の方法で求めたもので
ある．図(2-ii)は図(i)の計算例において，
円孔･上面･下面における応力（円孔・上面）
または変位（下面）の計算誤差を，基本解法
の節点数 Nに対してプロットしたものである．
図(2-ii)から，本研究の方法において，誤差
は節点数 Nに対し指数関数的に減衰し，N=150
程度で誤差～10-10の精度を達成している．こ
れは，差分法・有限要素法といった偏微分方
程式の他の標準的な解法がN-2またはN-3のオ
ーダーの誤差で収束するのに比べて，きわめ
て速い収束である． 
 
（２）動的問題に対する半解析的数値解法 
  
 この研究目的・計画については，残念なが

ら公表できる形としての成果を挙げること
が出来なかった． 
 熱方程式の数値解においては，時間微分を
差分近似して得られる非斉次変形 Helmholtz
方程式の基本解法近似までは成功した．しか
し，そこから先の時間差分による時間発展を
求める計算が当初の予想より難しく，最終的
に熱方程式の解の時間発展を計算するまで
に至らなかった．この問題については，今後
の研究で再挑戦したいと考えている． 

 
（３）周期的 2次元ポテンシャル問題に対す
る境界要素法（５．主な雑誌論文等〔雑誌論
文②，学会発表②，③，④，⑤〕） 
 
 周期解析関数の基本解法による近似につ
いての研究成果は，「(1) 空間周期的問題に
対する基本解法の構築 ①周期的粘性流問
題に対する基本解法」に述べたとおりである． 
 複素変数境界要素法の周期的解析関数へ
の拡張については，下記の成果を挙げた．研
究計画に述べたとおり，Cauchy の積分公式を



図(3-ii)：周期的に並ぶ円柱導体列のある

場に一様電場をかけた場合（図(3-i)の例）

の静電ポテンシャルを本研究の CVBEM
で計算したときの，近似ポテンシャルの

誤差．縦軸は相対平均誤差，横軸は節点

数 N を表す． 

図(3-i)：周期的円柱導体列のある場に，

導体列に垂直な方向に一様電場を与え

たとき生じる電場．赤い線は電気力線，

緑の線は等ポテンシャル線を表す． 

周期的解析関数に対して拡張し，これを境界
積分方程式と見なして離散化して（詳しくは
境界上で解を区分的 1次関数近似することに
より）解くという方法で，周期的解析関数に
よる境界要素法の構築を行った．そして，こ
の方法は十分な精度で近似解を与えること
が，数値実験により確かめられた． 
 図(3-i)は，周期的に並ぶ円柱導体列のあ
る場に，導体列に垂直な方向に一様電場をか
けたとき生じる電場の様子を，本研究の方法
で求めたものである．図(3-ii)から本研究の
方法では， 
節点数 N=70 程度で誤差 10-3程度の精度を達
成していることが分かる．本研究では協会積
分方程式を線形近似で解いているが，高次多
項式あるいはスプライン関数による近似に
より，精度をより高めることができると考え
られる．これは将来の課題である． 

 
本研究の位置づけ・インパクトと今後の展望
などについて 
 
 本研究では空間周期的問題をターゲット
として半解析的数値解法の拡張を行い，上記
のような成果を挙げた．これにより，偏微分
方程式数値解法としての半解析的数値解法
の汎用性が高まり，科学技術研究の現場にお
いても使用する数値解法のツールがひとつ
増えたとも言える． 
 また，空間周期的問題に限らず，問題の性

質によってそれに適した基本解を選ぶこと
により，半解析的数値解法が一層能力を発揮
できる．本研究はその典型的な例であると考
える．問題により用いる基本解を変えるとい
うアプローチは，空間周期的問題の他にどう
いう問題に適用しうるかは，今後の研究の課
題である． 
 一方で，すでに知られている半解析的数値
解法の利点（外部領域問題に強い，など）を
最大限生かして，他の数値解法と組み合わせ
ることにより偏微分方程式を解くというア
イディアも考えられる．その例として，基本
解法と有限要素法を組み合わせて，領域分割
法により偏微分方程式を解くという研究が
すでになされている．他の解法と組み合わせ
て半解析的数値解法を用いるということも，
今後の研究課題として挙げられる． 
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