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研究成果の概要：計算理工学の広範な分野では，現れた線形方程式の数値解をできるだけ効率

よく，しかもできるだけ高速に得ることが，より緻密に大規模な現象を解明するために重要と

なる．さらに，近年では現象が複雑になったため，従来の解法では時間の長大化や収束しなく

なるといった現象が起こり，これまで以上に有効な解法の開発が期待されている．そこで，本

研究では，従来の解法では計算時間の長大化を招く問題や収束し難い問題を解くために新たな

解法を開発する．そして，開発した解法をいくつかの問題に適用し，有効性を調べる． 
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１．研究開始当初の背景 

Krylov 空間法は，導出のプロセスの違い
によっていくつかに分類される．その一つは，
Petrov-Galerkin アプローチと呼ばれる方
法で，残差がある n 次元の Krylov 部分空間
と直交する条件に基づいて導出するもので
ある．その代表が，非対称行列を解くための
双共役勾配法（Bi-CG 法と略す）である．第
二として残差最小化アプローチと呼ばれる，
Krylov 部分空間上で残差を最小化すること
によって導出される方法である．さらに，収
束性の向上を目指し，Petrov-Galerkin アプ
ローチに基づく解法の発展版が提案された．

それらの解法は積型反復解法と呼ばれ，
Bi-CG 法の残差と，その残差の収束性を高め
るように構築された多項式との積で解法の
残差が定義されている．一方，残差最小化ア
プローチに基づく解法の積型版はない．そこ
で，われわれは残差最小化アプローチに基づ
く積型反復解法を提案することを目標とす
る． 
 
２．研究の目的 
（１）本研究の目的の第一は，従来の残差最
小化アプローチに基づく解法よりも優れた
収束性をもつアルゴリズムの開発，およびそ
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のアルゴリズムの数学的な収束特性の分析
を行なうことである． 
① アルゴリズム開発：Petrov-Galerkin ア
プローチに基づく解法が開発された後，その
収束性を高めるような積型反復解法が開発
された．一方，残差最小化アプローチに基づ
く解法の積型版はまだ開発されていない．そ
こで，残差最小化アプローチに基づく積型反
復解法を開発する． 
② 収束特性の解析：開発した解法が実際の
応用問題に使用される前に，その解法の適用
範囲，収束の性質，また丸め誤差に対する性
質を示すことが重要である．そこで，開発し
たアルゴリズムの数学的な収束性の分析を
行なう． 
（２）研究目的の第二は，開発したアルゴリ
ズムを用いて先に行なった研究結果を改良
すること，および実用的な応用問題に適用す
ることによって有効性を示すことである． 
① 先行研究（解法を高速化する前処理手法
の開発，特異な系に適した残差最小化アプロ
ーチに基づく解法の開発）の改良：先に，解
法を高速化するための前処理手法の開発，お
よび特異な系に適した残差最小化アプロー
チに基づく解法の開発を行なった．これらの
先行研究で用いた残差最小化アプローチに
基づく解法を開発した積型版に置き換え，収
束性の向上，および計算時間の短縮を目指す． 
② 実用問題へ適用：様々な実用問題に従来
の残差最小化アプローチに基づく解法が用
いられてきたが，電磁界問題，弾塑性問題，
不均一性の高い流れ問題などを解く場合，十
分な解の精度が得られないことや多くの計
算時間を必要とすることがある．そこで，こ
れらの問題に提案した解法を適用し，収束性，
ロバスト性，計算効率が従来よりも向上する
ことを示す． 
 
３．研究の方法 
（１）従来の残差最小化アプローチに基づく
解法よりも優れた収束性をもつアルゴリズ
ムの開発を行なうために，次のような手順で
すすめる． 
① 残差最小化アプローチに基づく解法の一
つである一般化共役残差法（GCR 法と略す），
および積型反復解法のアルゴリズムで現わ
れるベクトルの関連を調べる． 
② GCR 法の残差多項式係数を計算するとき
に使用されるベクトルと関連（類似）した積
型反復解法のベクトルを用いて，提案する解
法の残差多項式係数が設計できないかを検
討する．さらに，計算量，記憶容量の観点か
らアルゴリズムを推敲する． 
（２）開発した積型版アルゴリズムの数学的
な収束特性の分析を行うために，次のような
手順ですすめる． 
① 固有値，固有ベクトルを数学的に求める

ことができる対称問題を通じて，アルゴリズ
ムで使用されているベクトルの性質（例えば，
固有ベクトル成分の大きさや強度）を分析す
る． 
② 多倍長ルーチンを用いて高精度計算を行
なう．得られた結果は丸め誤差が排除される
ため，理論が示す結果に近い．その結果と通
常の計算との差異をもとに解析する． 
（３）先行研究（解法を高速化する前処理手
法の開発，および特異な系に適したアルゴリ
ズムの開発）で用いられた残差最小化アプロ
ーチに基づく解法を提案する積型版に置き
換え，従来より効果的であることを示す．
（４）開発した残差最小化アプローチに基づ
く積型反復解法を次のような応用問題に適
用し，従来の方法よりも効果的であることを
示す． 
① 異なる空間のスケールを有する系を取り
扱う電磁界問題などに開発した積型版を適
用し，従来の方法よりも収束性が優れている
ことを示す． 
② 大変形を伴う弾塑性問題や不均一性の高
い流体問題から現れる線形方程式に開発し
た積型版を適用し，有効性を示す． 
 
４．研究成果 
（１）Krylov 空間法は導出のプロセスの違い
によっていくつかに分類される．その中に，
残差最小化アプローチと呼ばれる，Krylov 部
分空間上で残差を最小化することによって
導かれる GCR 法やその切断版である
Orthomin(m)法などがある．また，短い漸化
式によって残差，近似解が更新される共役残
差法（CR 法と略す）も残差最小化アプローチ
に属する解法の一つとして知られている．さ
らに，近年，CR 法と数学的に同値でアルゴリ
ズムの表現が異なる Minimized Residual 
Method Based on the Three-Term Recurrence 
Formula of CG-Type（MRTR 法と略す）が提案
され，その有効性が報告されている．一方，
Orthomin(m)法と数学的に同値でアルゴリズ
ムの表現が異なる解法はまだ提案されてい
ない．そこで，従来の Orthomin(m)法と数学
的に同値で，アルゴリズムの表現が異なる新
たなアルゴリズムを開発した．そして，特異
な 場 合 の 数 値 実 験 を 通 し て ， 従 来 の
Orthomin(m)法の残差が理論と矛盾する収束
振舞いであるのに対し，提案するアルゴリズ
ムの残差は理論通りに収束することを示し
た． 
（２）複素対称行列を係数行列として持つ線
形方程式を解く場合，係数行列が正則であれ
ば，その代表的な解法として Conjugate 
Orthogonal Conjugate Gradient method（COCG
法と略す）が知られている．また，近年では，
複素対称行列のため CR法としてCOCR法も提
案されており，その有効性が報告されている．



 

 

しかし，特異な複素対称行列を係数行列に持
つ線形方程式を解く場合，COCG 法や COCR 法
を適用するとき，（複素対称行列ではない場
合の従来研究の結果と同様）最小二乗解を求
めることができないことが推測される．そこ
で，特異な複素対称行列を係数行列に持つ線
形方程式を解く解法として，複素対称線形方
程式用の MRTR法を新しく開発した．そして，
室内音響や電磁界解析の応用問題から得ら
れる正則または特異な複素対称行列を係数
にもつ線形方程式に適用し，有効性を示した． 
（３）非対称行列用の高速解法として，自乗
共役勾配法（CGS 法と略す）などの積型反復
解法が提案されている．これらの解法は
Petrov-Galerkin アプローチから導かれる
解法である．一方，残差最小化アプローチに
よって導出される方法として CR 法あるが，
その積型版はまだ提案されていない．そこで，
非対称行列用 CR に基づく新しい積型反復解
法（残差ベクトルを構成する Bi-CG 法を非対
称行列用 CR 法に置き換えた解法）を提案し，
従来の積型解法よりも有効であることを示
した． 
（４）CGS 法の改良版として，Stabilized CGS 
method（SCGS 法と略す）が提案されている．
このSCGS法の残差ベクトルを構成するBi-CG
法の残差ベクトルを非対称行列用 CR 法の残
差ベクトルに置き換えた SCRS法を提案した．
さらに，SCRS 法の 1反復当たりの計算量を低
減させた Modified SCRS method（MCGS 法と
略す）を導き出し，提案した SCRS 法と MSCRS 
法が従来の方法に比べて，収束が速くかつ収
束性が安定していることを示した．さらに，
前処理つき MSCRS法のアルゴリズムを提案し，
その有用性を明らかにした． 
（５）共役勾配法（CG 法と略す），CR 法は実
対称行列を係数にもつ線形方程式を解くた
めの解法としてよく知られている．また，係
数行列が実対称な場合，CGS 法は CG 法の残差
ベクトルの 2乗で定義される解法(残差 2乗
型 CG 法)として解釈することができる．そこ
で，CR 法の残差の 2乗で残差ベクトルが定義
される実対称な線形方程式を解くための解
法（sym_CRS 法）を提案し，その有効性を示
した． 
（６）Krylov 空間法は前処理と共に用いら
れるのが一般的であり，大幅に収束性が改善
されることが多い． 
① 一般の非対称行列に対する前処理の代表
的な方法として，スケーリング，不完全 LU 分
解があり，これは直接法に基づく前処理であ
る．これに対し，各反復毎に異なる前処理を
適用できる Flexible Generalized Minimum 
RESidual method（Flexible GMRES 法と略す） 
法や GMRESR 法が開発されている．それらの
解法の前処理の計算には，主に GMRES 法が使
われる．一方，最近では，逐次過剰緩和法（SOR 

法と略す）を用いて前処理する可変的前処理
付き GCR 法が提案されている．しかし，対角
項に零を持つ行列や長方行列を係数に持つ
ような線形方程式の場合，SOR 法を使うこと
はできない．そこで，対角項に零を持つよう
な行列に対しても SOR 法が適用できるよう
に，反復行列を生成する際の行列分離方法を
改良し，ある種の Generalized SOR method
（GSOR 法と略す）を提案した．そして，GSOR
法を用いる可変的前処理付き GCR法の有効性
を示した． 
② 対角要素の絶対値の積が最大になるよう
に変換する手法が提案されている．この手法
は係数行列の対角項を非零に変換すること
ができるため，前処理に SOR 法を適用するこ
とが可能になる．さらに，対角優位化を図る
という性質により，SOR 法の収束性も向上す
ると考えられる．そこで，対角優位化並替え
手法を利用した際の SOR 法を用いる可変的
前処理付き GMRES(m) 法の有効性について検
証した． 
（７）非対称行列のための Krylov 空間法で
ある Bi-CG 法，CGS 法の初期シャドゥ残差ベ
クトルを用いた収束性の向上について提案
した．すなわち，ATのべき乗法を用いること
によって Bi-CG 法，CGS 法の初期シャドゥ残
差ベクトルを与えることを提案し，それらの
解法の収束改善について検証した． 
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