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研究成果の概要：

シンプレクティック多様体に入るラグランジアンファイブレーションについて , 特異ファイバーの構造を

決定した。またラグランジアンファイブレーションを保ったまま変形出来るシンプレクティック多様体がそ

のモジュライ空間の中で余次元１の族をなすことを示した。さらにシンプレクティック多様体の双有理的

な特質の一つを見出した。
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１．研究開始当初の背景

代数的なシンプレクティック多様体は一般のシン

プレクティク多様体と同じく、シンプレクティック

形式を持つ多様体ではあるが、多様体も、そし

てその上のシンプレクティック形式も代数的であ

ることが異なる。このような多様体は Abel 
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多様体、 Calabi-Yau 多様体とともに局所的に

平坦な代数多様体の「原子」の役割を果たす。

三者のうち Abel 多様体は１９世紀から、

Calabi-Yau 多様体も 1990 年代後半から盛

んに研究されるようになったが、シンプレクティッ

ク多様体はその具体例があまり知られていない

こともあって、 2000 年まであまり研究されて

こなかった。代数多様体の構造を調べる際、より

次元の低い多様体への写像があったとすると、

元の多様体を像の多様体のファイバー束のよう

に見ることが出来、それを利用して種々の不変

量を計算する手段がある。そこでシンプレクティ

ック多様体から低い次元への写像にどんなもの

があるか、という問題が考えられる。当研究課題

開始時点で、このような写像は存在するのであ

れば、ラグランジアンファイブレーションと呼ばれ

る写像に限ることがわかっていた。そこで、よりラ

グランジアンファイブレーションのより詳しい構造

を知ることが求められていた。

２．研究の目的

既約シンプレクティック多様体というシンプレクテ

ィック多様体のクラスを設定し、その多様体に関

して、次の点を明らかにすることが目標であった。

1. いつ既約シンプレクティック多様体は

ラグランジアンファイブレーションを持

つか？

2. ラグランジアンファイブレーションの特

異ファイバーや底空間はどのような構

造を持つか？

なお、このクラスの多様体のうち、最も単純なも

のとして、 K3 曲面と呼ばれるクラスがあるが、

このクラスについては上記問題は完全に解かれ

ており、高次元の場合にはどのような類似性が

見られるか、を追求することも目標の一つであっ

た。

３．研究の方法

コンピューターで支援計算をしつつ、研究成

果がまとまったところで、国内外の研究集会も

しくはセミナーで発表し、それを元にして議論

をすること、また同時に国内外の研究集会で

関連のありそうなものに出席し、講演を元にし

て議論をする、という二つの手段を中心に研

究を行った。

４．研究成果

主だった研究成果は三つにまとめられる。

1. 特異ファイバーの構造

2. 双有理変換の列の有限性

3. ラグランジアンファイブレーションの変

形

以下、各項目について述べる。 1. につい

ては、ラグランジアンファイブレーションの特

異ファイバーのうち、もっとも退化がおだやか

なものを完全に分類した。 K3 曲面の場合

には小平により、 1960 年代に完全な分類

が行われ、小平特異ファイバーと呼ばれてい

た。研究の結果これらは小平特異ファイバー

を自然に高次元化したもの、もう少し詳しく述

べると、小平特異ファイバーと abel 多様体の

直積に非常に近いものであることがわかった。

一方、同時に楕円ファイバーと異なり、様々な

重複度を持つこともわかった。応用として、小

平による標準公式と呼ばれる式の高次元版を

得た。今後はこの分類を元にして、ラグランジ

アンファイブレーションの導来圏の構造の研

究などに応用が見込まれる。次に 2. につ

いて述べる。高次元代数多様体の特徴として、

ほとんど同型であるが、余次元２の小さい部

分のみが異なる、という多様体のペアを考え

ることがよくある。シンプレクティック多様体で

このようなペアは flop と呼ばれる双有理変



換を有限回繰り返すことで互いに写り合うと予想

されていた。この予想は flop の列

X1X2 ⋯X n

  は必ず有限回で停止することが示せればした

がうが、これを Xi たちが非特異である場合

に示した。この結果からシンプレクティック多様

体の様々な双有理幾何的性質を導くことが出来

ると期待している。最後に 3. について。シン

プレクティック多様体がラグランジアンファイブレ

ーションを持つとき、その構造を保ったまま変形

出来るかどうか、という問題を考える。これまでに

知られている具体例ではシンプレクティック多様

体の変形のほとんどの方向にラグランジアンファ

イブレーションを保ったまま変形出来ることがわ

かっていた。より具体的に言えば、シンプレクテ

ィックの倉西空間に非特異な超平面があり、そ

の超平面にそった変形は、ラグランジアンファイ

ブレーションを保つ、ということが知られていた。

それを、すべてのシンプレクティック多様体で同

様のことが成立する、という形に拡張することが

出来た。応用として、ラグランジアンファイブレー

ションの構造を調べる場合、変形してより単純な

ものを考察する、といった手法が使えることにな

り、今後の応用が見込まれる。
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