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研究成果の概要：多変数非正則保型形式のフーリエ展開を記述するために、実半単純リー群上

の球関数の研究を様々な場合に行った。これら球関数は偏微分方程式系によって特徴付けられ

る。表現論的手法によりその方程式系を導出することから始め、保型形式への応用に耐えうる

形でその解の積分表示を求めた。さらに、保型Ｌ関数への応用として、これら球関数の積分変

換である、ゼータ積分の無限素点における計算を実行し、Ｌ関数の関数等式、正則性という大

域的な結果を得た。 
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１． 研究開始当初の背景 
 

多変数保型形式やそれに付随するゼ
ータ関数（＝保型Ｌ関数）を調べる上で、
保型形式のフーリエ展開はその研究の
基礎となるべきものである。正則保型形
式のフーリエ展開は古典的であるが、非
正則保型形式に対しては、フーリエ展開
に現れる特殊関数（＝球関数とよぶ）は、
偏微分方程式系によって特徴付けられ、
その明示的な表示には一般に困難な解

析を要する。 1990 年頃から織田孝幸
氏（東京大学）のグループを中心に、表
現 論 的 な 手 法 を 用 い て 、 SU(n,1), 
SL(3,R), Sp(2,R), SU(2,2)といった階数
が低いリー群上の球関数(Whittaker 関
数など)の明示公式の研究が行われてき
た。これらの群上の様々な既約許容表現
に対する球関数が、個別に調べられ、か
なりの多くの結果を蓄積するに至った。
さらにその結果を用いて、関数等式など
の保型L関数の基本的性質もいくつかの
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場合に得られていた。 
 

２．研究の目的 
  
  保型Ｌ関数の解析的性質を調べる二大手

法の一つとして知られる Rankin-Selberg
法によって、保型Ｌ関数の大域的な結果を
得ることを目指す。その研究の出発点は、
ターゲットとなるＬ関数の積分表示を発
見し、それを大域的な球関数（大域的フー
リエ係数）の積分変換、すなわち大域的ゼ
ータ積分として表す基本等式を導くこと
にある。多くの場合、この大域的ゼータ積
分は局所的ゼータ積分の積に分解し、各素
点での研究が課題となる。それは次の二つ
のステップからなる。 

 
(A) 局所体上の代数群上の球関数の研究、
特にその明示公式を与えること。 
(B) 球関数の積分変換である局所ゼータ積
分を解析し、局所関数等式を導くこと。 

 
Rankin-Selberg 法の研究は発見的であ

り、1970 年代の GL(n)の L 関数に対する
Jacquet, Shalika, Piatetski-Shapiro らの
研究に始まり、これまでに多くの積分表示
が見出されてきた。しかし、既存の研究の
多くは不分岐有限素点における(A)、(B)の
研究にとどまっており、分岐素点、無限素
点における研究は、その困難さゆえに行わ
れていなかった。従って、関数等式などの
基本的な結果でさえ、満足な形で述べられ
ていない。 
そこで本研究では無限素点、特に実素点

における研究を取り組んだ。 
 
３．研究の方法 
 
    研究の目的で述べたように実素点におけ
る球関数ならびに、局所ゼータ積分の研究
を行った。 
実リー群上の既約許容表現πに付随する

球関数を考える。球関数の研究の出発点は
表現πの特徴付けを用いて、球関数の満た
すべき偏微分方程式系を導出することであ
る。保型形式のフーリエ展開に現れるのは、
この偏微分方程式系の解のうち、よい増大
条件を満たすもので、それはしばしば定数
倍を除いて一意に定まる。この解の明示的
な積分表示を与えることがステップ(A)に
おける最大の難関である。特に、局所ゼー
タ積分を計算する上では Mellin-Barnes 型
の積分表示（＝ガンマ関数の積商の逆
Mellin 変換）が有用である。 
ステップ(B)については、特殊関数の問題

としては、球関数の積分変換の計算という
ことになるが、Barnes の補題が最も重要な

役割を果たす。また、表現πのどのベクト
ルに対する球関数を用いると、Langlands
パラメータから決まる期待されるべき局所
Ｌ因子が出てくるかという問題がある。ま
たゼータ積分が unipotent 積分と言われる
積分を含む場合には、局所ゼータ積分は局
所Ｌ因子と一致することが期待できず、そ
の解析、具体的計算が困難になるが、関数
等式、正則性などの性質を得ることは期待
できる。 

  
４．研究成果 
  
 以下、本研究期間に得られた結果を群ごと
にわけて記述する。 
 
（１） SL(n,R)上の Whittaker 関数 
 

GL(n)上の保型形式は Whittaker 関数の
みを用いてフーリエ展開することが可能
であり、Whittaker 関数の研究が重要にな
る。 

  クラス 1 主系列表現に対する Whittaker
関数の研究は Bump, Stade, Ishii らによ
る研究があったが、論文④において Eric 
Stade 氏（Colorado 大学）と共同で群の階
数についての、新たな帰納的な明示公式を
得た。これまで我々が得ていたのはnとn-2
の間の関係式であったが、今回は n と n-1
の間のより自然なものである。 
この結果を用いて、Stade によって既に

計算されていた GL(n)×GL(n), GL(n)×
GL(n-1)のＬ関数に対する局所ゼータ積分
の計算についての見通しのよい別証明が
得られた。また、GL(n)×GL(n-2)の場合を
計算した。この場合は局所ゼータ積分は局
所ゼータ因子とは一致しないが、局所関数
等式を与えることができた（論文⑦などに
報告してある）。 
 

  クラス１でない主系列表現に対する
Whittaker 関数はベクトル値になるために、
問題はかなり複雑になる。SL(3,R)の場合
には、Manabe-Ishii-Oda (2004年)により、
主 系 列 表 現 の 構 造 を 調 べ る こ と で
Whittaker 関数の偏微分方程式系を導出し、
確定特異点のまわりでの級数解(＝第 2 種
球関数)、および保型形式のフーリエ展開
に寄与する緩増加な Whittaker 関数（＝第
1 種球関数）の積分表示が与えれていた。   
同様の手法で日名龍夫氏（帝京大学）、織
田氏との共同研究において SL(4,R)へ拡張
し論文⑨にまとめた。論文④の n=4 の式の
自然な拡張として、Whittaker 関数の明示
公式は Manabe-Ishii-Oda で得た SL(3,R)
の Whittaker 関数を用いて記述される。 
さらに、この研究を通じて一般の



SL(n,R)での様子が見えてきた。 
  
（２） 古 典 群 上 、 例 外 群 上 の ク ラ ス

1Whittaker 関数 
   

論文④の結果を他のリー群へ拡張する
研究を進めた。B 型古典群の場合には群の
階数についての帰納的な明示公式を与え
た。また C 型と D 型についてはクラス
1Whittaker 関数の間の関係式を保型形式
のテータリフトを手がかりにして与えた。
その結果は論文⑦に記載されている。 
また論文⑩においては実階数が 2の場合

(SL(3,R), Sp(2,R), G_2(R))を統一的に扱
い、Sp(2,R)、G_2(R)の Whittaker 関数を
SL(3,R)の Whittaker関数を用いて表した。 
これらの研究を通じて、球関数の明示公

式を求めるための一つの指針が見えてき
た。すなわち、微分方程式系の級数解であ
る第 2種球関数を適切な形で表示しておく
ことで、第 1種球関数の Mellin-Barnes 型
積分を予想できること、さらにその予想を
証明するためには、第 1種球関数を第 2種
球関数球関数の線形結合で表す式が有用
であるということである。 

 
 
（３） GSp(2)上の保型 L関数 
   

Sp(2,R) 上 の 球 関 数 に つ い て は
Whittaker 関数、一般化 Whittaker 関数を
含めて様々な場合に明示公式が知られて
いた。 
論文①では、平野幹氏（愛媛大学）、織

田氏と共同で Siegel-Whittaker 関数と
Whittaker 関数を特殊関数の合流という観
点から調べた。 
論文⑥においては森山知則氏（大阪大

学）と共同で主系列表現の Whittaker 関数
の明示公式（Ishii, 2005 など）を利用し
て、スピノール L関数という 4次のオイラ
ー積を持つ L関数の大域的な関数等式、正
則性を証明した。 

  5 次のオイラー積をもつスタンダード L
関数については、一般化主系列表現の
Whittaker 関数の明示公式を用いた、
Ginzburg-Rallis-Soudry のゼータ積分の
計算を論文③に述べた。論文⑥、③のゼー
タ積分は unipotent 積分を 1次元含んでお
り、局所ゼータ積分は局所Ｌ因子と Barnes
積分の積になっている。 
また論文⑩においは、クラス１主系列表

現の場合に、GSp(2)×GL(3)の次数 12 のオ
イラー積を持つ L 関数、ならびに GSp(2)
のスタンダード L関数に対する局所ゼータ
積分を計算し、局所Ｌ因子との一致を見た。 

   

  
（４） Sp(3,R)上の Whittaker 関数 
 
 Sp(2,R)の場合でも既に問題は複雑であっ
たが、さらに高階の群への拡張の一歩として、 
平野氏、織田氏と共同で Sp(3,R)上の一般化
主系列表現に対する Whittaker関数を調べた。
Sp(2,R)の場合と同様に、離散系列表現に対
する Whittaker関数の研究の準備とみなすこ
とができるが、直交群 SO(3,2)のクラス
1Whittaker 関数を用いて表示する式を見出
し、論文⑤にまとめた。 
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