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研究成果の概要：曲面上に与えられたグラフが，３次元ユークリッド空間に多面体として実現

可能か（多面体的実現可能か）という問題の歴史は古く，最も古い研究は 1922 年の Steinitz
の定理にさかのぼるだろう．1960 年代に Grumbaum が「任意の向き付け可能な閉曲面の三角

形分割は多面体的実現可能である」ことを予想したが，Steinitz の球面上の定理が証明されて

以来，それは長い間未解決であった．しかし，2006 年，Bokowski たちは種数 6 の曲面に反例

を見つけ，2007 年には Archdeacon たちがトーラス上ではこの予想が正しいことを証明した．

本研究では，それらの研究の流れを汲み，向き付け不可能な種数１の閉曲面（射影平面）上の

三角形分割から１つの面を取り除いて得られるメビウスの帯の三角形分割の多面体的実現の研

究を行った．特に，射影平面の任意の三角形分割は，ある１つの面を取り除くと，多面体的実

現を持つことを証明し，さらに，任意の１つの面を取り除くことにより多面体的実現を持つ三

角形分割を特徴付けた． 
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１．研究開始当初の背景 
 1967 年，Grumbaum は「任意の向き付け
可能な閉曲面の任意の三角形分割は多面体
的実現を持つ」ことを予想した．この予想は

長い間未解決であったが， 2003 年に
Bokowski たちが反例を示し，2007 年に
Archdeacon たちは種数１のときに正しいこ
とを示した．この後者の解決には，剛体幾何
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への位相幾何学的グラフ理論の貢献があっ
た．その研究の流れを向き付け不可能な閉曲
面の三角形分割（特に，メビウスの帯の三角
形分割）の多面体的実現可能性の研究へと活
かそうと思っても，1983 年に Brehm が多面
体的実現不可能な射影平面の三角形分割を
すでに構成しており，彼らの手法をそのまま
の形で模倣することはできなかった． 
 一方，向き付け不可能な閉曲面自身は３次
元空間に埋め込み不可能であることから，穴
あき曲面を考える必要がある．そのため，閉
曲面の三角形分割から面を１つ以上取り除
くなどの操作が必要となる．ゆえに，向き付
け不可能な閉曲面の三角形分割から，面を１
つだけ取り除いて，多面体的実現が得られれ
ば，面白いと考えられる． 
 
２．研究の目的 
 本研究では，上述の流れを汲み，向き付け
不可能な曲面上の三角形分割の多面体的実
現に関する理論を創造しようと考えた．しか
しながら，上述のBrehmの反例があるため，
メビウスの帯の三角形分割は少々扱いにく
い．そこで，本研究では，射影平面の三角形
分割 G を考え，G から１つの面を取り除いて
得られるメビウスの帯の三角形分割の多面
体的実現可能性を考えることにした． この
ことにより，1983 年以来停滞していた向き
付け不可能な曲面上の三角形分割の多面体
的実現の研究を再開することができた． 
 
３．研究の方法 
 射影平面の三角形分割 G から面を１つ取
り除いたグラフが多面体的実現可能である
ことを示すために，G の多面体的実現可能な
部分構造を特定しようと考えた．（そのため
に，これまでの研究で培った三角形分割の局
所変形の理論とグラフマイナー理論を用い
た．）特に，その部分構造として，K6-マイナ
ーと K4-四角形分割を考えた．（次の図におい
て，上は前者の多面体的実現であり，下は後
者の多面体的実現を示している．） 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 これらの他に，平面の内部三角化グラフに
おいて，境界上の２頂点を結ぶパスの存在を
証明すること，さらに，射影平面の 5-連結三
角形分割において，任意の頂点とその絡み閉
歩道を含む特別な K6-マイナーの存在を保証
することにおいて，具体的にその構造を詰め
た． 
 一方，射影平面の三角形分割 G から取り除
いて多面体的実現が得られる面 fを特徴づけ
るため，以下の Brehmの反例（下図参照）の
構造を解析した．この例は，G から fを取り
除くとき，fに nested 3-cycleが存在すれば，
G -fは多面体的実現を持たないことを示し
ている．そのような面 fを特徴付けるために
は，G と fの関係を考察するための組合せ的
議論が必要となり，さらに，そこで得られる
組合せ構造が多面体的実現を持つことを証
明しなければならない． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    
 
４．研究成果 
 得られた研究成果は以下の３つである． 
 
（１） 射影平面の任意の三角形分割は，あ

る１つの面を取り除くことにより，多
面体的実現可能である． 

（２） 射影平面上の任意の 5-連結三角形
分割は，任意の１つの面を取り除くこ
とにより，多面体的実現可能である． 

（３） 射影平面の三角形分割 G が，面 f
を取り除くことにより，多面体的実現
可能であるための必要十分条件は，G



 

 

が f を囲む nested 3-cycle を持たない
ことである． 
 

 最後の結果は多面体的実現可能なメビウス
の帯の三角形分割を特徴付けており，当初見
込まれた最も強い定理である． 
 一方，これらの一連の結論を得るために，
射影平面の三角形分割の K6-マイナーの存在
を用いた．一般に，与えられた抽象グラフが
K6-マイナーを持つかどうかを判定すること
はたいへん難しいとされている．（これらは
有名な未解決問題 Hadwiger 予想とも関係し
ており，グラフマイナー理論の中心的問題で
ある．）ゆえに，このことから閉曲面の三角
形分割が K6-マイナーを持つかどうかに関す
る研究は未解決問題の部分的解決になるこ
とから，その研究は十分に意味深い．そして，
私たちは，近年までに，種数の低い閉曲面の
三角形分割が K6-マイナーを持つための必要
十分条件を，特定の禁止部分グラフにより，
特徴付けることに成功している．このことが，
私たちの現在の新しい研究テーマになって
いる． 
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