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研究成果の概要： 

KdV 方程式に関連する分散型方程式の初期値問題について調和解析的手法を用いて研究した。 

Ostrovsky 方程式は、KdV 方程式に系の回転によるコリオリ力を表す項を付加した方程式である。

この方程式に対してフーリエ制限ノルム法を適用することにより時間大域的適切性および回転

パラメータを零に極限を取ったときの解の収束性を証明した。また、|u|^2 というタイプの非

線形項を持つシュレディンガー方程式に対する滑らかさの低い関数空間上での時間局所適切性

を証明した。 
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１．研究開始当初の背景 
 

非線形分散型方程式の初期値問題に対す
る調和解析的手法による研究は、ここ 15 年
目覚しい発展を見た。1993 年の Bourgain に
よるフーリエ制限ノルムの導入、1998 年の
Tao等のグループによるI-methodの導入によ
り、様々なタイプの非線形分散型方程式に対
して、これらの手法が応用されてきた。その
中でも KdV方程式は最も代表的な方程式であ
る。 

KdV 方程式は、運河のような底の浅い水の

表面の波長の長い波を表す方程式として導
出され、その後、プラズマ中のイオン波など、
より一般的な物理現象に現れる分散性が弱
い波動現象を表す代表的な方程式である事
が分かった。この方程式は次の様な非常に特
徴的な性質を持っている。線形の部分は高周
波の波ほど速く進むという分散性の効果を
持つ。非線形の部分は一般的に安定性を弱め
る働きをする、しかし。この方程式は線形と
非線形の項の釣り合いにより、形を変えずに
進む安定な孤立波解（ソリトン）を持つ。線
形方程式は古くから研究され既に多くの事
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が分かっている。一方、非線形が強い場合に
は複雑過ぎて数学的な結果が得られない。そ
れ故、その中間に属する KdV 方程式は非常に
興味深い研究課題であり、実際多くの研究が
行われている。 

KdV 方程式に関連する多くの方程式が知ら
れている。以下に述べる Ostrovsky 方程式や
Kawahara 方程式などである。これらも KdV 方
程式と同様に興味深い方程式であるが、あま
り研究が行われていない。それには次の様な
理由がある。KdV 方程式は可積分系であり無
限個の保存量の存在が知られている。この性
質は方程式の持つ代数的な構造が本質的に
関係しており、これを利用して代数的な手法、
逆散乱法など様々なアプローチからの研究
が可能である。しかし、代数は「等式」的な
性質を持つため、物理的には影響が少ないだ
ろうと思われる項を付け加えただけでも、代
数的な手法は適用出来なくなってしまう。し
かし、解析的手法は「不等式」による評価が
本質的となるため、影響の少ない摂動項が付
いてもそれが十分小さいと評価出来れば、適
用可能である場合が多い。近年発展してきた
調和解析的手法の適用により大きな成果が
得られるであろうと期待される。 
 
 
２．研究の目的 
 

これらの KdV 方程式に関連する方程式の初
期値問題の解について、代数的な性質を用い
ずに解析的手法のみで、KdV 方程式と同様の
性質が得られるか？または、どのような違い
が現れるのか？を明らかにし、KdV 方程式と
その他の関連する方程式の違いを比較して、
KdV 方程式の本質を理解する事が目的である。    

まず Ostrovsky 方程式について考える。こ
の方程式は KdV 方程式と同様の条件下で、地
球の自転などにより遠心力のような外力が
加わった場合の表面波を記述する方程式で
あり、KdV 方程式に対して線形の積分項を付
け加えた形になっている。初期値問題の時間
大域的可解性は既に研究されているが，その
ための条件は KdV方程式に比べて強いもので
ある。この条件が本質的なものなのか、ある
いは KdVと同じ条件下で解けるのかは興味深
い問題である。また、Ostrovsky 方程式はソ
リトン解を持つが、その安定性については 
良く分かっていない。遠心力の影響が小さい
場合には、物理的には KdV 方程式近いため、
同様に安定であると推測出来る。一方，遠心
力の影響を強くした場合には不安定化する
のか？そして、その場合にはどのように安定
性が崩れていくのか？これらは、物理的にも
興味深い問題である。数値計算を行い、その
結果から予測し、数学的な証明を与えていく。 

次に，Kawahara 方程式について述べる。こ

れも水の表面波を記述する方程式で、KdV 方
程式に高階の微分項を加えた形になってい
る。これにより，KdV より高い分散効果が期
待できるが，Ostrovsky 方程式同様にソリト
ン解の安定性、特異極限問題が考えられる。 

KdV 方程式自身の研究は数多い。本研究は，
KdV 方程式を直接研究刷るのでは無く，関連
する方程式の研究を行い KdV 方程式と比較し、
また、特異極限問題のように KdV 方程式に近
づけた場合の解の様子を調べることにより、
KdV 方程式の本質を調べる点が独創的な点で
ある。 
 
 
３．研究の方法 
 

まず、最新の数学的手法や物理的結果を知
るために、他の研究者との交流が重要である。
このために、テキサスで行われた AIMS 
International conference に 参 加 し 、
Ostrovsky 方程式に関する自分の研究成果を
発表し、他の水の表面波に関する研究者たち
と議論を交わした。上海の華東師範大学にお
いて流体の研究をしている Yong Zhou 氏を訪
問し、彼の主催する研究集会に参加し、他の
流体の研究者と最新の結果に関する情報交
換を行った。フランスの Orsay University
の Analyse Numerique et Equations aux 
Derivees Partielles セミナーに参加し私の
得た結果を発表するとともに、偏微分方程式
の背景にある物理現象に詳しく、可解性など
の数学的基礎理論にも精通している J. 
Ginibre 氏を訪問し，物理実験の結果などか
ら，解の挙動はどのように予測されるか教え
ていただいた。また、この分野において独創
的な研究を行っている研究者達に、私が主催
者の一人となっている名古屋大学の微分方
程式セミナーで講演してもらった。そして、
名古屋大学の杉本充氏と共に、研究代表者と
し て 研 究 集 会 Nagoya Workshop on 
Differential Equations を開催した。この研
究集会においては海外の研究者も招いた。こ
れにより、フーリエ制限ノルム法の最新の研
究動向を知ることが出来た。非線形シュレデ
ィンガー方程式の研究に関しては、この分野
の若手実力者である京都大学の岸本氏を名
古屋大学の微分方程式セミナーに来て頂い
たりして、議論を重ね共同研究を行った。 
 
 
４．研究成果 
 

初めに、Ostrovsky 方程式に関する研究成
果を述べる。底の浅い水の表面波など KdV 方
程式と同様の物理モデルについて、地球の自
転などの系の回転による影響を考慮した場
合を記述する方程式である Ostrovsky方程式



について研究した。既存の結果では、 KdV 方
程式よりも強い仮定の下でしか適切性が示
されていなかったが、これを拡張し KdV 方程
式とほぼ同条件下で示すことに成功した。こ
の結果により、解の低周波成分が可解性に果
たす役割もより明確になった。また、物理的
考察から、回転の影響による変数を零に極限
を取ると Ostrovsky 方程式の解は KdV 方程式
の解に収束すると予想されるが、既存の結果
ではより強い仮定の下での部分的な結果し
か得られていなかった。私は、上記の可解性
の結果から得られた精密な評価式を応用す
ることによって、L^2 という自然な空間にお
いて収束性を示す事に成功した。この研究の
重要な部分は、フーリエ制限ノルムを用いた
双線形評価式である。この手法はこれまでに
も様々な方程式の研究に用いられて来たが、
本研究成果のように方程式の線形部分のパ
ラメータについて極限を取る場合に適用す
るのは難しいと思われていた。それは、ノル
ムの重み関数が方程式の線形部分に依存す
る形に成っているからである。本研究成果は、
フーリエ制限ノルムを用いた研究の応用範
囲を広げることを可能にした点において意
義深い。 

次に非線形シュレディンガー方程式に関
する成果を述べる。調和解析的手法を用いて
|u|^2 という二次の非線形項を持つシュレデ
ィンガー方程式の滑らかさの低いクラスで
の時間局所可解性について研究した。シュレ
ディンガー方程式は、KdV 方程式と同じく、
非線形分散型方程式と呼ばれるグループに
属し、特に、|u|^2 というタイプの非線形項
を持つ場合には、エネルギーカスケードと呼
ばれる、解の高周波成分から低周波成分への
エネルギーの流れが問題になるなど、本研究
テーマのである KdV 方程式や Kawahara 方程
式との共通点が多い。本研究では、解を構成
するノルムに以下の二点の工夫をしたこと
により、既知の結果よりはるかに低い滑らか
さの仮定の下での可解性を示す事が出来た。
一つ目は、フーリエ空間での低周波成分に修
正を加えた点。二つ目は、方程式の線形部分
から決定されるブルガンの重み関数と呼ば
れる部分に対して、非線形項の影響を考慮し
て修正を加えた点である。これにより既存の
結果を拡張することに成功し、より滑らかさ
の低い関数空間上で適切性を示すことが出
来た。また、反例も上げることにより、有る
意味ここで得られた結果が最良のものであ
ることも示した。証明の重要な部分は、新し
く構成したノルムを用いた双線形評価式で
ある。この評価式は既存のものに比べてより
精密なものであるため、適切性以外の解の性
質の研究にも役立つ可能性がある。また、こ
こで用いたノルムの新しい構成法は KdV 方程
式や Kawahara 方程式などの他の非線形分散

型方程式に対する研究にも応用が可能であ
ると予想される。Bourgain によるフーリエ制
限ノルムの導入以降、このノルムを直接用い
た研究はさかんに行われているが、この研究
成果のように、ノルムの重み関数に修正を加
える手法を用いた研究は少ない。本研究の成
功により、今後は他の方程式に対しても応用
されていくと思われる。その第一歩として本
研究の果たした役割は意義深い。 
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