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研究成果の概要： 

物理・工学に現れる超大規模連立一次方程式の高速・高安定解法を開発することを目的とし, 

近年提案された Bi-CR 法を基礎として，計画通りその積型解法族が開発された．これらの解法

族は，新規購入した計算機を用いて大規模な計算を行い，従来法である Bi-CG 法の積型解法族

と比べて, 同程度以上の高速性と安定性を有することを確認した．その他，本研究と関連する

前処理技術の開発，特殊行列の性質に関する基礎研究，そして複数の連立一次方程式を同時に

解く高速解法の開発を行った． 

 

 
 

交付額 

                               （金額単位：円） 

 直接経費 間接経費 合 計 

２００６年度 2,000,000  0  2,000,000  

２００７年度 700,000  0  700,000  

２００８年度 900,000  270,000  1,170,000  

    

    

総 計 3,600,000  270,000  3,870,000  

 

 

研究分野：工学 

科研費の分科・細目：応用物理学・工学基礎 

キーワード：連立一次方程式，クリロフ部分空間法，双共役残差法（Bi-CR 法），積型解法,  

CRS 法 

 

 
１． 研究開始当初の背景 

 
物理・工学の応用諸分野で頻繁に現れる超

大規模連立一次方程式に対する高速・高安定
数値解法の開発は極めて重要な課題である. 
この連立一次方程式の多くは，行列で表現し
たときに，行列の大部分の要素が０であると

いう特徴を有する．この問題の解法として，
２０世紀のトップテンアルゴリズムの１つ
として知られているクリロフ部分空間法が
あるが，その中で非対称行列用として最も重
要な解法の一つに双共役勾配法（以後，Bi-CG
法と略す）がある．１９９０年代には，この
Bi-CG 法を更に加速・安定化させる積型解法
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という理論的枠組みが構築され，その枠組み
から様々な解法が導出された．これらは，全
て Bi-CG 法を基礎としている． 
近年，双共役残差法(以後，Bi-CR 法と略す)

が本研究代表者らにより提案され，従来の基
幹解法である Bi-CG 法よりも，高速・高安定
であることが分かった．以上が，研究開始当
初の背景である． 
 
 

２．研究の目的 
 
 本研究では, Bi-CR 法を基礎として超大規
模非対称連立一次方程式を解くための高品
質の数値計算アルゴリズムを３点：高速・高
安定，広い適用範囲，信頼性の高いアルゴリ
ズムに留意して開発することを主目的とし，
更に関連研究として解法の高速化に繋がる
前処理技術の開発や応用諸分野に現れる行
列の性質に関する基礎研究を行う． 
 
 
３．研究の方法 
 
(1) Bi-CR 法が生成する残差ベクトルに対し 

図１のように行列多項式を乗じることに
より，Bi-CR 法の加速・安定化を図る． 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図１：Bi-CR 法の加速・安定化 
 
(2)行列多項式の選択により幾通りも解法の

設計が可能であるが，成功した Bi-CG 法
の積型解法を参考にして乗じる行列多項
式を定める．そして，得られた解法の性
能評価を行い，有用な解法を選別する． 

 
 
４．研究成果 
 
(1) Bi-CR 法の積型解法の開発 
 

① 理論の整備 
Bi-CG 法と同様に Bi-CR 法の積型解法の
理論が構築可能であることを示した．こ
の成果は文献⑫⑬としてまとめられた． 

 
  

  ② 解法の導出 
積型解法の理論から３つの解法を導出し，
これらは効率の良い解法であることを示
した．（文献⑫） 

   
Bi-CR法は，2003年の国際会議(ICNLAO 

2003,中国)で招待講演として公表され
た．更に 2009 年に国際誌 Journal of 
Computational Applied Mathematics 誌
に掲載されたため（文献①），Bi-CR 法は
海外においてこれまで以上に認識され
ると期待される．実際に本論文は著名な
雑誌 Journal of Computational Physics
誌に掲載されている論文（2010 年）の中
で引用されている．従って，今後 Bi-CR
法の加速・安定化である積型解法は，純
国産の解法として国内外で広く認識さ
れていくと予想される．  

 
 

(2) Bi-CR 法の積型解法の収束性向上に繋が
る前処理技術の開発 

 
前処理技術の中で前処理行列の構築

を必要としない可変的前処理と呼ばれ
る枠組みがある．この前処理は所要メモ
リ量の観点で利点があり，大規模計算向
きである．本研究では，この枠組みの中
で定常反復法の一つである AOR 法を使用
するのが従来法である SOR法の使用より
も効果的な場合があることが分かり，そ
の結果を文献⑧にまとめた．また，並列
計算を考慮に入れた前処理技術として
近似逆行列前処理があるが，この枠組み
の中でウェーブレット変換を用いた陰
的ウェーブレット近似逆行列前処理の
効率化を図った．（文献⑩）特に，文献
⑩の成果は，筆頭著者の今倉氏によりセ
ルビアで行われた国際会議（2008 年 4 月
28 日）にて成果発表され，Winner among 
young researchers の受賞に繋がった．
このことからも，本研究は国際的に高い
評価を受けたといえる． 

 
 
(3) Bi-CR 法自体の改良 
 

これまで述べたように，Bi-CR 法は重
要な基幹解法として位置付けられ，これ
を基に効率の良い積型解法が構築された
のであった．この意味で，基幹解法とし
ての影響は大変大きい．そこで，この
Bi-CR 法自体に改良の余地はないかとい
うことを検討した．この結果，Bi-CR 法
の収束性を尐しではあるが改良した解法
の構築ができた．（文献⑪を参照） 

 

 

 
Bi-CR法

積型Bi-CR法

← 行列多項式の積  



 

 

今後の研究の進展により，Bi-CR 法に
取って代わる解法になれば，その積型解
法を考慮する予定である． 
 

 
(4) 特殊な行列の性質に関する研究 

 
３重対角行列の行列式の計算に関する

高速・高安定な算法が El-Mikkawy により
2004 年に発表された．そこで本研究では 
その一般的な枠組みを構築した．（文献⑨
を参照）この枠組みは，行列式の高速・
高安定算法の基礎となる． 

文献⑨の応用として，４階偏微分方程
式を取り扱う際に５重対角行列と呼ば
れる特殊な行列が現れるため，その行列
の行列式を高速に計算する算法を提案
した．本算法は，従来法である Evans や
Sweetの算法よりも約3～4割程度計算量
が尐ない．（文献⑦を参照）本研究成果
⑦ は ， 2010 年 に 出 版 さ れ た 著 書
「Antedependance models for longitu 
dinal data, CRC press 社」で引用され
たため，国際的に一定の評価が得られた
と考えられる． 

 
 
(5) 複数の連立一次方程式の高速解法の開発 
 
   計算物理に現れる複数の大規模連立

一次方程式を同時に解く解法（Shifted 
COCG 法）の開発とその応用を行った．(文
献②③参照) 本手法は，大規模電子構造
計算の問題に対して従来法である COCG
法で解くよりも，20～30 倍程度高速であ
ることが分かり，高い実用性を有する解
法であることが分かった．ただし，本手
法は，行列が複素対称の性質を持つとき
にのみ適用が可能であるため，今後は非
対称行列用の解法である Bi-CR法と関連
させて高速解法が開発されれば，適用範
囲が広くなり，与えるインパクトも更に
大きくなると予想される． 

   
 
まとめ 
 
以上，本科学研究費補助金により円滑な研

究の遂行が可能になり，その結果，当初の研
究目的であった Bi-CR 法の積型解法，前処理
技術，特殊行列の性質に関する基礎研究だけ
でなく，複数の連立一次方程式の高速解法が
得られるなど，当初の研究目的以上の成果を
得ることができた． 
尚，これらは全て論文として公表したが，

専門的な内容のため予備知識なく一般に算
法を実装するのは比較的困難であろう．従っ

て，これらの研究成果を具体的に社会に還元
できるよう論文の公表に終わるだけでなく，
連立一次方程式を高速かつ高安定に解くこ
とを真に必要としている大学・企業研究者に
対して口頭発表等を通して算法の実装をど
うするか，または作成したプログラムの公開
等を視野に入れてこれまでの成果と共に報
告できればと考えている． 
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