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研究成果の概要：本研究課題は，実在する構造物の形状を 3次元形状計測装置により取得し，

その力学的特性をシミュレーションにより解明するための数値計算の一手法を確立することを

目的としている．ここで提案する手法はメッシュレス解析技術と曲面モデリング技術を組み合

わせた方法であり，特に計算の効率化や精度向上を目的とした新しい計算アルゴリズムの開発，

並列化による高速化，および 3次元複雑形状の応力解析の定式化とシミュレーションの実現が

研究成果として挙げられる． 

 
 

交付額 

                               （金額単位：円） 

 直接経費 間接経費 合 計 

2006 年度 2,000,000 0 2,000,000 

2007 年度 500,000 0 500,000 

2008 年度 500,000 150,000 650,000 

総 計 3,000,000 150,000 3,150,000 

 

 

 

 

研究分野：工学 

科研費の分科・細目：応用物理学・工学基礎・工学基礎 

キーワード：数値解析，シミュレーション工学，コンピュータグラフィックス，形状モデリン

グ，構造解析 

 
１．研究開始当初の背景 
3 次元物体の力学的構造を解析するための

手法としては有限要素法が一般的であり，建
築物の耐性の解析などに広く利用されてい
る．この場合，解析対象の 3 次元形状は CAD
などのソフトウェアを利用して単純な形状
の組み合わせとしてモデリングし，これをメ
ッシュ構造に変換することで有限要素解析
を実現している．一方，メッシュ構造の代わ
りに解析対象内部に分布する点群（節点）を
利用して解析するメッシュレス法も存在す

る．この手法は流体解析の分野では比較的古
くから利用され，SPH 法 (Smoothed particle 
hydrodynamics) に代表されるように，流体
を粒子として表現することで解析を実現し
ている．また，1994 年に発表された EFG 法
(Element Free Galerkin method, Belytschko, 
et al.) 以降，構造解析分野においてもメッ
シュレス法が多く見られるようになり，有限
要素法に代わる手法として発展してきた．特
に 2002 年に発表された RPIM (Radial Point 
Interpolation Method, Wang, et al.) は境
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界における変位の条件（Dirichlet 境界条件）
を厳密に満たすという性質を持ち，3 次元応
力解析においてその有効性が示されている． 
我々はこのメッシュが不要であること，さ

らに3次元応力解析においても有効に活用で
きるという性質に着目し，彫刻のような複雑
な形状の応力解析を実現するための計算手
法の開発に着手した．解析対象の形状は 3次
元形状計測装置により取得されるデータを
利用してモデリングする．ここでは計測点群
からの形状モデリング手法として陰関数曲
面モデルを採用する．陰関数曲面モデルによ
る点群補間法は 2002 年の Turk らによる手法
や 2003 年の Ohtake らによる手法など，数多
くの手法が提案され，計測点群を補間あるい
は近似する曲面の自動生成が可能となって
いる．また，陰関数曲面モデルは曲面の内外
判定が用意であるという特徴を持ち，メッシ
ュレス法における節点の生成，および曲面内
部における定積分の計算に活用できる．我々
の研究グループでは，この陰関数曲面モデル
と RPIM を組み合わせたメッシュレス解析手
法を提案し，3次元の応力解析へ適用した． 
 
２．研究の目的 
本研究課題は，複雑な形状を持つ構造物に

対し，実測値に基づく構造解析を行うための
一手法を確立することを目的としている．こ
こでは前述のように，実在する構造物の形状
を 3次元形状計測装置により取得することを
想定し，応力解析や動解析のための数値計算
アルゴリズムの開発に関連する以下3点の項
目についての研究を主に進めてきた． 
(1) RPIM 法の高速化 
前述のとおり，RPIM 法は 3次元構造解析にお
いても効果的であることが示されているが，
一方でその計算量が問題となっている．解析
精度の向上のためには節点数の増加や積分
点数の増加が必要となるが，RPIM の計算量は
そのいずれにも大きく影響されるため，高速
化を実現する新たなアルゴリズムの開発が
不可欠である． 
(2) アダプティブ節点への適用 
3 次元の構造解析では計算の効率化のため，
解の性質に応じて節点を適応的に配置され
た節点を利用することがある．この適応的に
配置された節点に対し，RPIM を効果的に適用
し，精度の向上や計算量の削減を実現するア
ルゴリズムの開発を目的とする． 
(3) 並列計算アルゴリズム 
RPIM を用いたメッシュレス法の並列計算ア
ルゴリズムを開発し，計算の高速化を図る．
ここでは特にグラフィックスハードウェア
（以下，GPU: Graphics Processing Unit）
を利用した並列計算を想定している．GPU 上
での並列計算は SIMD (Single Instruction 
Multiple Data) の構成を持っており，これ

に適したアルゴリズムの開発が必要となる． 
 
３．研究の方法 
(1) RPIM の基本的な考え方は，偏微分方程式
の解を構成する基底関数を，クロネッカーの
デルタ関数の性質を満たすように構成する
ことである．すなわち，解析領域Ωと境界Γ
上に N 個の節点 1 , , Nx xK が与えられたとき，
方程式 
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を満たす．なお，ここでは簡単のため 2次元
Poisson 方程式を例として用いるが， 一般性
を失うことは無く，3 次元の応力解析にも拡
張可能である．ここでの基底関数の定義を以
下に示す．解析領域内の点 T[ , ]x y= ∈Ωx に
対し，これを中心とする円または矩形領域
（以下，サポート）を考え，サポート内に含
まれる節点を 1 , , nx xK とする．このとき，サ
ポート内の節点に対応する基底関数の値は
以下で定義される． 
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ただし， ( )iR x は対応する節点を中心とする
RBF であり，例えば 

2 2( ) ( (4 ) ) , 1.03q
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というように定義される．ここで， cd は平均
節点間距離を表す．行列 ( )G x は以下で定義さ
れる． 
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ここで定義された基底関数を用いて以下の
連立 1次方程式を構成し，解くことで，偏微
分方程式の近似解を得る． 
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行列 Aと右辺ベクトルの各要素は解析領域
上の定積分として定義され，数値積分則を適
用して計算する．以上が RPIM の基本的な計
算手順であり，メッシュ構造を用いずに近似
解を得ることが可能である．ここで，RPIM の
計算量について考察すると，基底関数を評価
するためには連立 1 次方程式(2)を構築して
解く必要があり，これが計算量の増加をもた
らしている．特に連立 1 次方程式(4)の構築
のための数値積分の計算では，各積分点で基
底関数とその偏微分を評価する必要があり，
このため，連立 1次方程式(4)を解くよりも，
その構築のために計算時間が費やされるこ
とも多い．この問題を解決するため，本研究
課題ではRPIM に高速化のための修正を加え，
基底関数を少ない計算量で評価するための
アルゴリズムを開発した．このアイデアを以
下に示す． 
1) 解析領域Ωを複数の矩形領域 1 , , LΩ ΩK
に分割する． 

2) 1, ,l L= K について，以下を実行する． 
a. lΩ を拡大した矩形領域 ˆ

lΩ をサポート
とし， ˆ

lΩ に含まれる節点を 1 , , nx xK と
する． 

b. 節点 1 , , nx xK を利用し，(3)と同様に行
列 lG と右辺ベクトルを構成する． 

c. LU 分解 l l lG L U= を求める． 
3) 点 ∈Ωx における形状関数を，以下の手
順で評価する． 
a. xを含む分割領域を探索し， lΩ とする． 
b. 先に計算した lG のLU分解 ,lL lU を用い，
方程式(2)を解くことで，基底関数の値
を得る． 

以上が修正版のアルゴリズムである．基底関
数のサポートが従来の RPIM と異なるため，
このアルゴリズムで定義される形状関数は
従来の RPIM とは異なる．ただし，本質的な
意味での性質，すなわち，クロネッカーのデ
ルタ関数の性質を満たし，かつサポートがコ
ンパクトであるという点については同様で
ある．また，後述するように，計算精度の面
でも従来の RPIM と差が少ないことが実験的
に確認されている．修正版アルゴリズムの特
徴は，前述のアルゴリズムの 2) において，
方程式(2)の係数行列の LU分解をあらかじめ
前処理として計算するという点である．この
前処理をより，基底関数の評価時に行列(3)
を構築する必要がなく，さらに方程式(2)を
解くための LU 分解がすでに与えられている
ため，高速に解を得ることが可能となる． 
 
(2) 前述の高速化のアルゴリズムは，解析領
域の分割に基づく手法であり，この分割領域
をどのように作成するかが問題となる．もし
節点の密度が領域全体で一様であれば，解析
領域を等間隔の矩形領域に分割すればよい．
しかし，アダプティブに生成された節点の場

合，等間隔の矩形領域を用いることは可能で
あるが，サポート内の節点数が節点密度に応
じて変わる．これは節点が高密度に存在する
分割領域において行列 lG のサイズが大きく
なることを意味し，前述のアルゴリズムの 2)
の前処理，および 3)における基底関数の評価
の計算量の増加を招く．この状況を解消する
ために，領域分割も節点密度に合わせて適応
的に設定する手法を提案する．具体的には，
領域分割内の最大節点数をユーザ入力の条
件として与え，個の条件を満たすまで再帰的
に分割を繰り返すことで，適応的な領域分割
を実現する．これにより，各サポートに含ま
れる節点数をほぼ一定に保つことができ，計
算の効率化が図れる．図 1,2,3 にこの例を示
す．図 1 は領域内に適応的に配置した節点，
図 2は一様な領域分割の結果，図 3は適応的
に配置した分割領域を表している． 
 
(3) 前述の修正版 RPIM は並列計算にも適し
ている．ここでは CUDA (NVIDIA 社) と呼ば
れる GPU上の並列プログラミング環境を想定
し，アーキテクチャの特性を活かした並列計
算アルゴリズムを構築する．前述の高速化ア
ルゴリズムのうち，特に高速化が必要となる
のは 3)-b の連立 1 次方程式の解を求める処
理であり，これを並列に処理することで高速
化を図る．並列化のための重要な性質として，
各部分領域では 3)-b を独立に処理できると
いうことが挙げられる．この性質を利用し，
(4)の係数行列の生成処理を以下のように変
形する． 
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これを行列の形で表せば， 
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となる．ここで，M は分割領域内の積分点の
数， ( ) ( )

1 , ,l l
Mx xK は分割領域 ( )lΩ 内の積分点，

1, , Mw wK は対応する重みを表している．こ
の式より，以下の方針で階層的な並列化を施
すこととする． 
1) L個の行列 (1) ( ), , LA AK を並列に求める． 
2) 各行列 ( )lA の計算には，M 個の積分点で
の基底関数の勾配が必要であるこのM
個の積分点における勾配を並列に計算
する． 

以上がここで適用する並列化手法である．な



お，この階層的な並列化は CUDA の環境にも
適合している．図 4に示すように，CUDA では
全 プ ロ セ ッ サ が SM (Streaming 
Multiprocessor) と呼ばれるプロセッサの
集合から構成され，さらに，各 SM は SP 
(Streaming Processor) と呼ばれるプロセッ
サの最小単位の集合から構成される．この設
計に合わせて，以下の方針で並列化を行うこ
とで，並列計算の効率的を図る．  
1) L個の行列 (1) ( ), , LA AK の計算処理を SM
単位で分配し，並列に求める． 

2) 各 SM はM 個の積分点での基底関数の勾
配の計算処理を SPに分配し，計算する． 

 

 
図 1. 解析領域とアダプティブ節点 

 

図 2. 一様な領域分割 

 
図 3. アダプティブ領域分割 
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図 4. CUDA のプログラミングモデル例 

 
４．研究成果 
(1) 前述の RPIM の高速化アルゴリズムの効
果を数値実験により確認する．ここでは図
5 に示す正方形領域上における(1)の偏微分

方程式に対し，同じく図 5に示す節点を用い
て近似解を求め，RPIM と修正 RPIM の精度と
計算量を比較する．図 6,7 はそれぞれ相対誤
差と計算時間の比較を表す．なお，図中 MRPIM
は修正 MRPIM を指し，横軸はサポートのサイ
ズを決定するための係数である．一般にサポ
ートサイズが大きいほど解の精度は高いが，
その分多くの計算量を要する．この例ではパ
ラメータによって 1/3程度の高速化が実現さ
れた．3 次元の問題では効果が顕著であり，
問題やパラメータによっては 1/7程度の計算
時間で解が得られた．詳細は発表論文を参照
されたい． 
 

 
図 5. 解析領域と節点分布 

 

 

図 6. サポートの大きさと相対誤差 

 

図 7. サポートの大きさと計算時間 
 



 
図 8. 解析対象の計測点群と陰関数曲面 

 

 
図 9. 曲面上と曲面内部の節点 

 

 

図 10. サポートの大きさと計算時間 

 

(2) 陰関数曲面モデルとして表現した解析
対象に対して，アダプティブな領域分割を利
用した修正 RPIM を適用し，3次元応力解析を
行った例を示す．図 8は解析対象の計測点群
（約 6万点）と，生成された陰関数曲面であ
る．これに対し，図 9に示すように節点を生
成し（5823 節点），境界条件を設定して 3 次
元ソリッドとしての応力解析を行った．この
ときの計算時間の比較を図 10 に示す．この
例ではおよそ 5 倍から 10 倍の高速化が実現
され，提案手法の有効性が確認された． 
 
(3) ここでは図 1に示す 2次元の解析領域と
アダプティブ節点を対象とし，本研究課題で
提案するGPU上での並列計算による高速化ア
ルゴリズムを Poisson方程式に適用した結果
を示す．なお，ここで用いたメッシュレス法
は全て修正 RPIM である．図 11 は本手法で得
られた解の精度を，アダプティブ領域分割に

おけるサポート内の最大節点数に対してプ
ロットしたものである．また，CPU と GPU に
おける計算時間の比較を図 12 に示す．この
例ではGPU上での並列計算を利用することで
計算時間が 1/10 前後となり，提案する並列
アルゴリズムの導入による高速化の効果が
確認された． 
 

 
図 11. サポート内の最大点数と相対誤差 

 

 
図 12. サポート内の最大点数と計算時間 
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