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研究成果の概要（和文）：整数論において極めて重要な意義を持つ、ゼータ関数、L関数さらには多重ゼータ関
数の理論について、主として解析的側面からの研究を行なった。ゼータ関数の値分布に関して、確率論や関数空
間論の手法を用いて新しいタイプの極限定理や普遍性定理の導出を行ない、Goldbach 予想に付随する 
Dirichlet 級数との関連も調べた。また多重ゼータ関数については表現論、組み合わせ論的な立場にも立脚し
て、Schur 多重ゼータ関数とルート系のゼータ関数の繋がりなどを発見した。

研究成果の概要（英文）：We studied mainly analytic aspects of zeta-functions, L-functions and 
multiple zeta-functions which are quite important in number theory.     As for the 
value-distribution of zeta-functions, we used the techniques of probability theory and 
function-space theory to obtain new type of limit theorems and universality theorems, and further, 
considered connections with Dirichlet series attached to Goldbach's problem.    On multiple 
zeta-functions, we also based on the aspects of representation theory and combinatorics to find 
connections between Schur multiple zeta-functions and zeta-functions of root systems.

研究分野：数学（整数論）

キーワード： ゼータ関数　L 関数　多重ゼータ関数　値分布　ルート系　普遍性

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
ゼータ関数、多重ゼータ関数の研究は今も世界中で極めて活発に行われており、特に解析学や表現論などの幅広
い枠組みでの研究は新しい研究方向を切り開く可能性が高いと考えられる。純理論的な数学の研究なので、直接
的な社会へのフィードバックはすぐには見出せないが、学術の活性化を通じて社会の高度化にも生かされること
になるはずだと考える。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
ゼータ関数の解析的な理論は、近年になってアメリカ、ドイツ、フランス、そして我が国など各
国の研究者によって新たな光が当てられつつある、極めてホットな研究領域である。また多重ゼ
ータ関数の解析的な理論も近年は進展が著しいが、特に Lie 代数の表現論や組み合わせ論な視
点なども取り入れられて、ルート系のゼータ関数の理論や Schur 型の多重ゼータ関数の理論も
生まれ、大きく変貌しつつある。研究代表者は以前からこの研究領域に寄与してきたが、その経
験と実績を生かして、さらなる発展に貢献したい。 
 
 
 
２．研究の目的 
 
値分布論においては M 関数の理論というものが 2010 年前後に樹立されている。これはゼー
タ関数の値分布についての極限定理の分布密度関数を明示的に与えるものであり、値分布論の
精密化のひとつの鍵となり得る方向性である。この M 関数の立場から、より一般のゼータ関数、
L 関数の値分布論を展開するのが目的の一つである。当面は保型形式に関連するゼータ関数、L 
関数の場合を見極めたい。 
他方、多重ゼータ関数については、そもそも対象が多変数の複素関数であるため、多変数複素
解析を立脚点とする必要があり、特異点や零点集合の挙動の解析が一変数の場合に比べて格段
に困難である。しかしルート系のゼータ関数など、表現論的、代数的な構造を持ち、その立場か
らの構造論を展開することが可能と思われるものもある。本研究では必要に応じて表現論的、組
み合わせ論的な立場との融合を図り、統一的な視野からの研究を進めて、より深い理解に到達し
たい。 
 
 
 
３．研究の方法 
 
ゼータ関数の理論はそもそも代数学と解析学の双方にまたがる研究領域と言えるが、さらに本
研究は種々の観点からの複合的考察を主軸とするので、伝統的な複素解析学のみならず、確率論、
エルゴード理論、関数空間論などの解析的手法や、Lie 代数の表現論、あるいは組み合わせ論な
どの代数的方法も不可欠である。さらに零点の分布や特異点の振る舞いなどを追求するには相
当量の数値計算をコンピュータで実行して状況を探る必要もある。これらを融合的に扱ってい
くことで新しい方向の研究を推進する。 
 
 
 
４．研究成果 
 
まずは値分布論における成果について述べると、M 関数の理論を保型形式に付随する L 関数へ
と拡張できたことが重要な成果である。保型 L 関数の場合、t-aspect, レベル aspect など
種々の観点が考えられるが、t-aspect については、古典的な Bohr-Jessen 流の議論に立脚す
る方法でではあるが、対称べき L 関数の場合も含めて、ある程度満足すべき結果にまで到達し
た。一方、レベルの観点からの平均値を考えることはより重要かつ困難であって、現状ではいく
つかの大きな予想（Riemann 予想の類似など）を仮定しないと意味のある結果は得られていない
が、それでも保型 L 関数や対称べき L 関数の（特に対称二乗 L 関数の場合の）値分布に関す
る、M 関数を被積分関数に含むような極限定理を得て、この場合の M 関数論の構造がかなり明
らかになってきている。ここではもともとの Ihara-Matsumoto の方法のみならず、Granville-
Soundararajan の手法などが有効に用いられる。さらに Goldbach 予想に付随する、von 
Mangoldt 関数を分子に載せた Dirichlet 級数の値分布に関しても、M 関数論的なアプローチ
が可能であることを見出し、Fujii による先行研究の着想を深化させることによって、Goldbach 
問題への今までにない形の寄与を行なった。 
  次に多重ゼータ関数に関しては、中筋、山崎らによって Young 図形に付随する Schur 多
重ゼータ関数という概念が導入され、組み合わせ論における Schur 関数の一種のゼータ的類似
と看做しての研究が近年急速に進展しつつある。ここでも本研究では特にその解析的な側面に
着目したが、その表現論的な特性に注目すれば、Schur 多重ゼータ関数がルート系のゼータ関数
と何らかの結びつきを持つであろう、と考えるのは自然な着想である。実際にすでに得られた成
果として、 anti-hook タイプの Schur 多重ゼータ関数を（少し一般化された）ルート系のゼー



タ関数を用いて表示することができ、Bump らの Weyl 群多重級数との関係も見出されつつある。 
また Giambelli の古典的な公式の類似を得て、その応用を探る方向でも研究が進展した。 
  一方、基本的な Euler-Zagier タイプの多重ゼータ関数についてであるが、その零点集合の
挙動は依然として全くの謎に包まれている。この方向への試みとして、数値実験なども用いて、
実軸上の零点についての解析を行ない、漸近挙動や零点の分布についての成果を得た。 
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