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研究成果の概要（和文）：本研究課題では、野性的Deligne-Mumfordスタック、モチーフ積分、野性商特異点な
ど、代数幾何学の特異点に関わる複数のテーマについて理論構築とその応用を行った。主要な成果には、等標数
の野性的Deligne-Mumfordスタックへのモチーフ積分の一般化、野性マッカイ対応の証明、形式的トーサーのモ
ジュライ空間の構成、2次元KLT特異点の局所エタール基本群の有限性、およびDeligne-Mumfordスタック上の
Batyrev-Manin予想の定式化などが挙げられる。研究成果は複数の国際研究集会で発表した。

研究成果の概要（英文）：In this research project, we have constructed and applied new theories in 
multiple areas of algebraic geometry involving singularities, such as wild Deligne-Mumford stacks, 
motivic integration, and wild quotient singularities. Key achievements include the generalization of
 motivic integration to wild Deligne-Mumford stacks of equal characteristic, the proof of the wild 
McKay correspondence, the construction of the moduli space of formal torsors, the finiteness of the 
local etale fundamental group of two-dimensional KLT singularities, and the formulation of the 
Batyrev-Manin conjecture for Deligne-Mumford stacks. These research results were presented at 
several international conferences.

研究分野： 代数幾何
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究課題は、代数幾何学の特異点に関わる複数の重要なトピックを対象として、新たな理論構築とその応用を
行った。研究成果は、代数幾何学や整数論分野内での知見の拡大につながった。特に、野性的Deligne-Mumford
スタックやモチーフ積分、野性商特異点などの理解を深めることで、それらを用いる先端的な研究の進展が期待
される。研究成果はarXiv等のインターネット上で公開され、誰でも見ることができる。また、多くの国際研究
集会で発表し、より多くの人に研究成果が伝わるように努めた。多くの国際共同研究を通して、日本の数学研究
の水準向上や国際競争力強化に貢献できたと思う。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
2000 年代に標数零における極小モデル理論において大きな進展があった後、多くの専門家の興
味が、正標数や混合標数など、より数論的な状況の幾何へ向かっていた。そのため、数論的設定
における特異点の理解、そして、特異点と数論的現象との関連の理解を深化させる必要性が高ま
っていた。 
 
数論的状況での代表的な「悪い」特異点に野性的商特異点がある。研究代表者のそれまでの研究
（Fabio Tonini, Melanie Matchett Wood との共同研究を含む）で、モチーフ積分や p 進積分を
使い野性的商特異点に関する結果（野性 McKay 対応）を得ていた。しかし、完全に一般的な形
に、理論をまとめることは出来ていなかった。 
 
また、有理点の分布に関するBatyrev-Manin予想と、代数体のGalois拡大の分布に関するMalle
予想の間の関連について、研究代表者は McKay 対応を通した考察により観察していた。 
 
２．研究の目的 
 
本研究課題の主要な目的の一つは、野性的 Deligne-Mumford スタック上のモチーフ積分の理論
を確立である。この理論の応用として、一般的な状況（考える有限群への制限や作用の線形性の
条件を課さない）における野性 McKay 対応が従うことになる。 
 
この理論構築において得られるであろう野性分岐に関する知見を、代数体上の数論統計的問題
（上述の Batyrev-Manin 予想や Malle 予想など）に応用することも目的の一つである。 
 
３．研究の方法 
 
研究期間の前半は、野性的 Deligne-Mumford スタック上のモチーフ積分理論構築に向け、基礎理
論構築を行う一方で、具体例の計算の研究も推し進めた。後半は、そこで得られた知見を、局所
エタール基本群の有限性の問題に応用したり、Deligne-Mumford スタックに対する Batyrev-
Manin 予想の定式化の研究に応用した。 
 
当研究課題の多くの部分は、研究代表者が国内外の研究者と共同で行った。一部の研究は、代表
者や研究協力者が単独で行った。 
 
４．研究成果 
 
Fabio Tonini との共同研究において、一般の有限群に対し、形式トーサーのモジュライ空間を
Pスキームというスキームの変種として構成することに成功した。これにより、モチーフ的不変
量による野性 McKay 対応の予想が、一般の有限群に対しても厳密に意味を成すことになった。P
スキームの理論を構築するために、sur 位相、luin 位相という二つの新しい Grothendieck 位相
を導入した。 
 
野性的 Deligne-Mumford スタック上のモチーフ積分理論を構築した。応用として、正標数におけ
る野性 McKay 対応予想を一般の有限群に対し証明することができた。これの特別な場合として、
非アルキメデス局所体の拡大の数え上げに関する Serre-Bhargava の公式のモチーフ版を得た。 
 
丹野真人との研究では、野性 McKay 対応の応用として、標数 pにおける、位数が p巾の巡回群に
よる商特異点の研究をした。野性 McKay 対応で重要な役割を果たす v 関数の公式を導くことに
成功した。この公式を用いて、位数が pの二乗の場合に、商特異点が対数端末的であるための条
件を導いた。その後、丹野氏は単著論文において、この結果をさらに一般の p巾位数の場合に拡
張した。 
 
山本貴大は、野性 McKay 対応における複数の病的な現象を明らかにした。山本は以前の研究で、
クレパント特異点解消の Euler 標数と有限群の共役類の個数の一致を主張する Batyrev の定理
が、野性的状況では成立しないことを例の構成により示していた。今回の研究で、そのような例
を無限個構成することに成功した。また、v関数が分岐ジャンプからは決まらないという新しい
現象を観察することに成功した。 
 
Javier Carvajal-Rojas氏と共同で、2次元KLT特異点のエタール局所基本群の有限性を示した。



野性 McKay 対応や、野性的 Deligne-Mumford スタック上のモチーフ積分の考え方が重要な役割
を果たした。証明では弦モチーフの降鎖律を示すことが鍵となった。従来の類似の研究では、主
に順（tame）なケースに限られていたのが、新しいアプローチにより野性的ケースを扱えるよう
になった。 
 
Ratko Darda氏との共同研究では、有理点の分布に関するBatyrev-Manin予想をDeligne-Mumford
スタックへと一般化した。また、この一般化された予想の特別な場合として可換有限群スキーム
に対する BG スタックの場合を検証した。また、そこで得られた結果を逆 Galois 問題に応用し
た。 
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